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V. VERSICHERUNGSUNTERNEHMUNG!

1. Uberblick

1) In diesem Kapitel wenden wir uns der Analyse der Versicherungs-
unternehmung zu; d.h. wir betrachten den Produzenten und An-
bieter des Produktes Versicherung. Den Gegenstand der Unter-
suchung bezeichnet man auch als Versicherungsbetriebslehre.

Das Produkt Versicherung besteht im allgemeinen Fall aus den folgen-
den drei Komponenten:

« Risiko-Komponente,

« Spar-Komponente,

« Dienstleistungs-Komponente.

2) Die Risiko-Komponente und die Spar-Komponente setzen sich
beide sowohl aus einer abstrakten als auch aus einer konkreten
Leistung zusammen. Diese Dualitat ist typisch fur das Produkt
Versicherung.

Die abstrakten Leistungen sind in beiden Fallen die permanent
gewdahrten finanziellen Garantien. Dies ist letztendlich das wesent-
liche Charakteristikum des Produktes Versicherung. Bei der Risiko-
Komponente ist es die Garantie, im Versicherungsfall eine Geld-
zahlung zu erbringen; bei der Spar-Komponente sind es im wesent-
lichen die gewahrte Mindestzinsgarantie und die Liquidititats-
garantien.

Die zugehorige konkrete Leistung besteht in beiden Fallen im
Erbringen einer konkreten Geldzahlung, falls das Versicherungs-
ereignis eingetreten ist.

Die Dienstleistungs-Komponente besteht im Wesentlichen aus Tatig-
keiten wie z.B. Beratung, Vertragsbearbeitung, Schadenabwicklung
und ahnlichem.

1 Als Basis wird auf folgende Literatur zuriickgegriffen:
Albrecht, Peter: Zur Risikotransformationstheorie der Versicherung: Grundlagen und ¢ékonomische
Konsequenzen, Karlsruhe 1992
Eisen, Roland, Wolfgang Miiller, Peter Zweifel: Unternehmerische Versicherungswirtschaft,
Wiesbaden 1990
Farny, Dieter: Versicherungsbetriebslehre, Karlsruhe 1989
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3) Die Herstellung dieser drei Produkt-Komponenten erfolgt durch
zwei Arten von Prozessen: den so genannten betriebstechnischen
Prozessen und den versicherungstechnischen Prozessen.

Die betriebstechnischen Prozesse beziehen sich auf die konkreten
Auspragungen des Produktes. Zur Analyse dieser Prozesse lassen sich
die Ublichen Methoden der Betriebswirtschaftslehre anwenden unter
Berlcksichtigung gewisser Produkt-Spezifika. Als Beispiel betrachten
wir im Folgenden recht kursorisch die funktionale Versicherungs-
betriebslehre mit folgender klassischer Gliederung:

« Beschaffung von Produktionsfaktoren,

o Leistungserstellung in der Versicherungsunternehmung,

« Absatz der Versicherungsprodukte,

« Finanzierung der Aktivitaten der Versicherungsunternehmung,

« Verwaltung der Versicherungsunternehmung.

In dieser Vorlesung werden die betriebstechnischen Aspekte dieser
Funktionen nur kurz im Abschnitt 9 besprochen.

4) Schwerpunkt der Betrachtungen bilden dagegen die versiche-
rungstechnischen Prozesse oder anders ausgedrickt die Versi-
cherungstechnik. Diese Prozesse beziehen sich auf die abstrakte
Dimension des Produktes Versicherung, d.h. es wird versucht zu
analysieren, wie die Versicherungsunternehmung die von ihr per-
manent gewéahrten Garantien produziert. Zur Realisierung gewisser
versicherungstechnischer Prozesse ist selbstverstandlich auf spezielle
betriebstechnische Prozesse zuriickzugreifen.

Wesentliche Elemente der versicherungstechnischen Prozesse sind:

« der Risikotransfer vom Versicherungsnehmer zur Versicherungs-
unternehmung gegen Zahlung einer Pramie,

« die Risikotransformation durch die Versicherungsunternehmung,
z.B. durch Realisierung von Risikoausgleich im Kollektiv,

« die Informationstransformation durch die Versicherungsunterneh-
mung, z.B. durch Ableitung von unternehmungseigenen Risiko-
grundlagen,

« das Tragen des versicherungstechnischen Restrisikos durch die
Versicherungsunternehmung, das nicht eliminierbar bzw. rickver-
sicherbar ist.

5) In den folgenden Abschnitten IV.2. bis IV.5. betrachten wir diese
vier Elemente der Versicherungstechnik anhand der Risikokom-
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ponente, wobei der Schwerpunkt auf der Risikotransfromation durch
Ausgleich im Kollektiv in Abschnitt IV.3. liegt.

Die analogen Uberlegungen fur die Sparkomponente diskutieren wir
in Abschnitt IV.6. In diesen beiden Abschnitten 3 und 6 analysieren wir
die Produktionsmethoden der Garantien durch die Versiche-
rungsunternehmung. In Abschnitt IV.7. gehen wir noch auf die
Preispolitik ein. Das Zusammenwirken der verschiedenen versiche-
rungstechnischen Verfahren wir in Abschnitt 1V.8. analysiert.
Abschliessend gehen wir nur kurz - wie oben schon erwéhnt - in
Abschnitt I1V.9. auf die betriebstechnischen Aspekte ein.

6) Einen weiteren Schwerpunkt der Analyse der Versicherungs-
unternehmung bilden die entsprechenden finanzwirtschaftlichen
FUuhrungsinformationen. Aus Zeitgrinden kénnen wir hierauf erst in
Teil Il des Vorlesungszyklus eingehen.
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2. Risikotransfer

Mit dem Begriff Risikotransfer wird der folgende Vorgang umschrie-
ben:

Ein Versicherungsnehmer tauscht bezogen auf eine fest vereinbarte
Versicherungsdauer zufallsabhangige finanzielle Belastungen auf-
grund von Schaden gegen eine im voraus festgelegte Belastung in
Form der Risikopramie, die er an die Versicherungsunternehmung
dafir zu entrichten hat, dass diese garantiert, im Schadenfall eine
entsprechende Versicherungsleistung zu erbringen.

Man kann auch sagen, dass der Versicherungsnehmer beztiglich seiner
Vermogenssituation Unsicherheit gegen Sicherheit tauscht. Die
Unsicherheit bezieht sich darauf, dass unsicher ist, ob lberhaupt ein
Schaden eintritt und wenn ja, wie hoch der Schaden ist. Bei vollem
Versicherungsschutz besteht die Sicherheit darin, dass ein allfalliger
Schaden von der Versicherungsunternehmung vollkommen gedeckt
wird und dass die im Voraus bestimmte Pramie zu bezahlen ist.

Involviert in den Risikotransfer sind also ein Nachfrager (sprich
Versicherungsnehmer) und ein Anbieter (sprich Versicherungsunter-
nehmung).

Im Folgenden analysieren wir zunachst anhand eines Beispiels die
Situation des Versicherungsnehmers, der den Versicherungsschutz
nachfragt.

2.1. Beispiel zur Nachfrage nach Versicherungsschutz

1) Um die Frage zu beantworten, warum ein Individuum Versiche-
rungsschutz (Risikotransfer) nachfragt, machen wir folgende Modell-
betrachtung:

Ein Individuum besitze zu Beginn der Betrachtungsperiode [0, 1] ein
Vermdégen Vq. In der betrachteten Zeitperiode kann ein Schaden der
Hohe X mit Wahrscheinlichkeit p eintreten, und mit Wahrscheinlich-
keit q = 1-p trete kein Schaden ein. Von einer Vermogenserh6hung
aufgrund von Ersparnisbildung oder Verzinsung werde zur Verein-
fachung der Darstellung abgesehen. Somit bleibt das Vermdgen im
schadenfreien Fall konstant, wahrend es im Schadenfall um X sinkt.

Das Individuum sieht sich also der folgenden Schadenverteilungs-
funktion gegentbergestellt:
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Wahrscheinlichkeit

P T ‘
Schaden
0 X

Die Zufallsvariable X ist in unserem Beispiel also binomial verteilt mit
der Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p.

Fur die folgenden charakteristischen Werte fiir X ergibt sich somit:

Erwartungswert:

E[X]=0-g+X-p
= X. p
Varianz:

D2[X] = E[(X - E[X])?]

E[X2] - (E[X])2
02.q+X2.p_(X.p)2
X2 p-(1-p)

Variationskoeffizient (Streuungskoeffizient):

SIX]
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FUr das Vermdgen V1 im Zeitpunkt 1 gilt also:

Vo falls kein Schaden eintritt; mit Wahrscheinlickeit q=1-p
Vy =
Vg — X falls ein Schadeneintritt, mit Wahrscheinlichkeit p

Falls die Hohe des Schadens eine stetige Zufallsgrésse ist, geht man
meistens von Verteilungsfunktionen aus, deren Dichte folgende
Gestalt hat:

A

Dichte der
Schadenverteilung

Schaden

Hohen Schaden werden geringe Eintretenswahrscheinlichkeiten zuge-
ordnet, wahrend niedrige Schaden haufig auftreten.

Im Folgenden betrachten wir mogliche Reaktionen des Individuums
auf die oben geschilderte Situation.

2) Das Individuum tut nichts
Die erste Reaktion, die wir analysieren, bestehe darin, dass das Indi-
viduum nichts tut. Fir sein Vermdgen V bedeutet dies:

Im Zeitpunkt t=0 ist V eine sichere Grdsse und betragt Vo.

Im Zeitpunkt t=1 ist V eine Zufallsvariable und fur Vv, gilt:
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{VO falls kein Schadeneint ritt; mit Wahrscheirickeitq=1-p
| =

Vo — X falls ein Schadeneint ritt; mit Wahrscheirichkeit p

Fur den Erwartungswert von V; erhalten wir

E[V1]

Vo g+ (Vo-X) -p
Vo (1-p) + (Vo-X) -p

Vo - pX.

Fir X > Vg droht dem Individuum der Ruin.

Falls zusatzlich die Eintretenswahrscheinlichkeit des Schadens so gross
ist, dass durchaus mit dem Eintritt zu rechnen ist, so ist eine andere
Reaktion als "Nichtstun" angezeigt.

Beispiel: Motorfahrzeug-Haftpflichtversicherung

Fur viele (vermutlich die meisten) Personen ist bei grossen Motor-
fahrzeug-Haftpflichtschaden die Schadensumme X grosser als das
Vermogen V,. Da zusatzlich die Eintretenswahrscheinlichkeit eines
solchen Schadenfalls als nicht vernachlassigbar klein zu betrachten
ist, ist in den meisten westlichen Staaten die Motorfahrzeug-Haft-
pflichtversicherung obligatorisch. Durch diese Massnahme wird sowohl
das Vermogen des Verursachers als auch das des Geschadigten
geschutzt. (In Kalifornien gab es mal eine zeitlang keine Verpflich-
tung, eine Motorfahrzeug-Haftpflichtversicherung abzuschliessen.)

Bei Bagatellschaden, d.h. falls X sehr klein ist in Relation zu V,, ist die
Reaktion "Nichtstun" mdoglicherweise angezeigt; insbesondere wenn
zusatzlich die Eintretenswahrscheinlichkeit nicht allzu gross ist. Es
stellt sich jedoch die Frage nach den Kosten von alternativem
Verhalten. (Vergleich von Alternativen und den  Opportunitats-
kosten.)

3) Das Individuum kauft Versicherungsschutz

Als zweite Reaktion betrachten wir den Fall, in dem das Individuum
Versicherungsschutz bei einer Versicherungsunternehmung kauft. Hier
findet ein Risikotransfer statt. Das Individuum gibt die Schadenver-
teilung, mit der es konfrontiert ist, gegen Zahlung einer im voraus
festgelegten Versicherungspramie =z~ an die Versicherungsunter-
nehmung weiter. Die Schaden stellen eine zuféllige Belastung des
Vermogens dar, wahrend die Bezahlung der Pramie eine sichere
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Belastung ist. Der Versicherungsnehmer tauscht fur eine fest ver-
einbarte Versicherungsdauer bezlglich seiner Vermdgenssituation
Unsicherheit gegen Sicherheit.

Fir das Vermdgen des Individuums gilt nun:

Im Zeitpunkt t=0 ist V eine sichere Grosse und betragt Vq.

Auch im Zeitpunkt t=1 ist V jetzt eine sichere Grosse und betragt
Vi = Vg -zt

Hierzu sei darauf verwiesen, dass mit Versicherung fiir das Vermégen
V1 gilt:

ohne Schaden: V; =V —ni° mit Wahrscheinlichkeit g,

mit Schaden: V; = Vo -t =X+ VL mit Wahrscheinlichkeit p,

R

=Vy—n bei Vollversicherung mit X = VL.

Mit =" wird hierbei die Brutto-Risikopramie bezeichnet, die vom
Versicherungsnehmer an die Versicherungsunternehmung zu zahlen
ist. Sie setzt sich additiv zusammen aus dem Erwartungswert des
Schadens E[X] (der Netto-Risikopramie), gewissen Zuschlagen wegen

des Zufalls-, Diagnose- und Prognoserisikos und allfalligen Gewinnzu-
schlagen. Man kann davon ausgehen, dass im allgemeinen

R > E[X]

gilt.
Mit VL wird die Versicherungsleistung bezeichnet; eine Vollversiche-
rung liegt vor, falls X = VL gilt.

Fur eine Vollversicherung gilt also mit Sicherheit, d.h. mit Wahrschein-
lichkeit 1,

Vi =V —nn.

Zur Abdeckung der Kosten, die durch die Dienstleistungskomponente

entstehen, wird in der Realitat zusatzlich noch eine Kostenpramie =
erhoben.

4) Vergleich der beiden Situationen
Der Vergleich der beiden mdglichen Handlungsalternativen sieht fir
den Versicherungsnehmer also wie folgt aus:

Ohne Versicherung gilt fir das Vermdgen im Zeitpunkt 1:

E[VT'] = Vo —BX].
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Mit Versicherung gilt fir das Vermodgen im Zeitpunkt 1:
E[VI"] = Vo — 1"

Grafisch lasst sich das wie folgt veranschaulichen:

ohne Versicherung mit Versicherung
Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
A A
1+ (e
q + Risikotransfer
p _____
: » Schaden - » Vermogensverminderung
0 X T durch Préamienzahlung
("Schaden")
Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
A A
1 —+ 1| -
Risikotransfer
q _—_——— — — — — — —_— —_— —_— — —
p _____
| pVermogen I p/ermdgen
VX v, im Zeitpunkt t; V-m®\,  im Zeitpunkt t;

Fir den alleinigen Vergleich der Erwartungswerte des Vermdgens im
Zeitpunkt t; ergibt sich
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2.2.

E[vﬁ = Vp-pX
> VO - TER
m
=
_ m
- E[v1 }]

sofern = > pXx =€X]

In Teil Il der Vorlesung werden wir das Konzept des Erwartungs-
nutzens ausfuhrlich betrachten, mit dessen Hilfe man zeigen kann,
dass es durchaus rational fur den Versicherungsnachfrager ist, eine
Risikopramie zu zahlen, die grdsser als der Erwartungswert des
Schadens ist.

Den Zustand mit Versicherung kann man als von der "finanziellen
Realitdt abgekoppelt” interpretieren, da hier das Vermdégen im
Zeitpunkt t; gleich Vo —x~ ist, unabhéngig davon, ob in der Realitat
der Schaden eintritt oder nicht. Bildlich gesprochen wird durch den
Risikotransfer fur den Versicherungsnehmer ein "Leben in einer
Modellwelt" moglich. Dies ist selbstverstandlich nicht kostenlos zu

haben. Der Preis dafiir ist in der Risikopramie =R enthalten.

Angebot von Versicherungsschutz

Hier geht es um die Frage, warum es Unternehmungen gibt, die Versi-
cherungsschutz anbieten bzw. zur Ubernahme von Schadenvertei-
lungen bereit sind.

Ein wesentliches - wenn nicht sogar das entscheidende - Ziel aller
Unternehmungen ist die Gewinnerzielung. Gewinn ist eine Resi-
dualgrosse und ergibt sich aus den Erlésen durch Subtraktion des
Aufwands. Bezogen auf den Risikotransfer entsteht also Gewinn, falls
die Pramieneinnahmen die Aufwendungen fur die Schaden (ber-
steigen. (Diese Darstellung ist bewusst sehr vereinfacht.)

Mittels des Konzeptes des Erwartungsnutzens lasst sich zeigen, dass
risikoaverse Individuen bereit sind, fur den Risikotransfer Pramien zu
zahlen, die grosser sind als der Erwartungswert der Versicherungs-
leistungen. Da letztere der wesentliche Bestandteil der Kosten des
Risikoschutzes ist, erdffnet sich Versicherungsunternehmungen die
Moglichkeit, Versicherungsschutz gewinnbringend zu verkaufen.
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Diese Hinweise bzgl. der Begriindung eines Angebots von Risikoschutz
mogen zunachst genligen. Im Laufe der folgenden Ausfiihrungen
kommen wir wieder darauf zurick und verweisen auf die Moglich-
keiten, Versicherungsschutz gewinnbringend anzubieten.

Somit ist aufgezeigt, wieso es Nachfrage und Angebot zum
Risikotransfer gibt. Im folgenden Abschnitt gehen wir der Frage nach,
wie bzw. wieso eine Versicherungsunternehmung Versicherungs-
schutz "produzieren” kann.
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Risikotransformation durch Ausgleich im Kollektiv®
Grundmodell

1) Die éalteste und wohl immer noch wichtigste Methode zur
Risikotransformation ist der Ausgleich im Kollektiv. Verklrzt gesagt,
handelt es sich hierbei um Anwendungen des Gesetzes der grossen
Zahlen (J. Bernoulli). Im Abschnitt 3.5. weiter unten geben wir eine
Herleitung dieser grundlegenden mathematischen Aussage.

Fir das folgende unterstellen wir - wie im Beispiel des vorigen Ab-
schnitts -, dass das Diagnose- und Prognoserisiko ausgeschaltet sind,
d.h. die tatsachliche Schaden-Verteilungsfunktion ist der Versiche-
rungsunternehmung bekannt. Es verbleibt also lediglich das Zufalls-
risiko, das sich darin manifestiert, dass die Realisationen der einzel-
nen Schaden nicht deterministisch vorhersagbar sind.

2) Wir greifen auf das Beispiel aus Abschnitt 2 zuriick. Ausgangs-
punkt ist ein Individuum mit dem Vermdgen Vg im Zeitpunkt O.
Zusatzlich gibt es eine Zufallsvariable X, die mit Wahrscheinlichkeit g
= 1-p den Wert 0 annimmt und mit Wahrscheinlichkeit p den Wert X,
der fur das Individuum einen Schaden darstellt. Am Ende der Betrach-

tungsperiode ist im schadenfreien Fall das Vermdgen VlO gleich Vv,

und im Schadenfall gilt V =V, - X, falls keine Versicherung abge-
schlossen wird.

3) Fir das Individuum betrachtet ergeben sich fur die Zufalls-
variable X die folgenden charakteristischen Werte:

HX]=Xp,

D*[X]=X*-q-p,

P?X] X2qp g [i-p
W e

Der Variationskoeffizient S (Streuungskoeffizient) ist gleich dem Quo-

tienten aus der Standardabweichung o=+D? und dem Erwar-
tungswert E. Er ist also ein relatives Streuungsmass und somit zum

2 Vgl. Braess, Paul, Versicherung und Risiko. Wiesbaden, 1960
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Vergleich der Streuung von Zufallsvariablen mit verschiedenen Erwar-
tungswerten geeignet.

4) Eine Versicherungsunternehmung gewahrt nun nicht einem
Individuum allein Versicherungsschutz, sondern bietet dies einem
moglichst grossen Bestand von Versicherungsnehmern an. Ange-
nommen es gelingt ihr, n gleichartige Versicherungsvertrage der
obigen Art abzuschliessen ("Querschnittsbetrachtung" orthogonal zur
Zeitachse).

Das einzelne Individuum ist ohne Versicherungsschutz der obigen
Schadenverteilung der Zufallsvariable X gegenibergestellt.

Fur die Versicherungsunternehmung ist dagegen die Summe dieser
einzelnen Zufallsvariablen relevant, d.h. sie ist mit der Zufalls-

n
variable z =3 X; konfrontiert.
i=1

Falls wir Unabhéangigkeit der Zufallsvariablen Xj und X; = X fur i=1, ...
, N annehmen, ergibt sich fur Z:

E[z] =X -p-n,

D3[z]=X?p-q-n,

JD?z] _X*-p-g-n
¥l - Hz] =~ Xopn

|9 _ [i=p
p-n p-n
5) Wichtig ist die Feststellung, dass der Variationskoeffizient S[Z]
(Streuungskoeffizient) fur die Versicherungsunternehmung abhan-
gig ist von der Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p und der

Anzahl n der Vertrage. Das Pendant S[X] fur das einzelne Individuum
weist lediglich die gleiche Abhangigkeit von p auf.

Im Einzelnen gilt fur diese Abhéngigkeiten:

0 0 [1-p
— S Z’ , [ N
op e op\p-n
_1
_o11q l—pj 2p(-1)~1-pQ
Jn2| p p?
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Jn2 p
0 o [1-p
—S|Zp, = — |—
on [ pn] on\p-n

I
‘I—‘
|
ge)
|
|
N
|
Nw
A
o

FUr die zugehdrigen Elastizitaten ergibt sich:

SYES))
'c:|(n
n|o
I
|
N
N
|
N
_OI
N
7\
|_\
o | |
o
N—
N
o
7\
=N
o
N—
N

I
|
N
N—
|
H
7\
|_\
o | |
o
|
H
Il
|
N
N—
|_\
| | =
o
o

as n
on S

I I
| |
N N
N N

7\
A =
o U‘l
. yo]
N
+
N~
:I
Nlw
S
7\
3
yo]
N—
N

Fir 0 <p<1qgilt li>1, woraus weiter folgt
-p

S p oS n
op S on S|
Das heisst:

« Mit wachsender Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p sinkt
der Variationskoeffizient S.

« Mit wachsender Anzahl n der Versicherungsnehmer sinkt der
Variationskoeffizient S.

o Der Variationskoeffizient S reagiert auf eine proportionale
Anderung der Eintretenswahrscheinlichkeit p starker als auf eine
gleich hohe proportionale Anderung der Anzahl n der Versicher-
ungsnehmer.
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6) Fur die Versicherungsunternehmung stellt sich die Situation wie
folgt dar:

Die Netto-Risikopramie als Erwartungswert des Schadens betragt pro
Versicherungsnehmer E[X] = pX. Die kalkulatorische Sicherheit, dass
fur den Bestand die Netto-Risikopramien in Hohe von n p X fur die
tatsachlich eingetretenen Schaden ausreicht, nimmt mit wachsender
Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p und wachsender Anzahl n
versicherter Einheiten zu. Hierbei dient der Variationskoeffizient S
als Massstab fur die Unsicherheit mit der Massgabe, dass mit sinken-
dem S die Unsicherheit sinkt, was impliziert, dass mit sinkendem S die
Sicherheit steigt.

In der Realitdt entspricht die dem Versicherungsnehmer in Rechnung

gestellte Risikopramie =® einer Brutto-Risikopramie, die sich additiv
zusammensetzt aus der Netto-Risikopramie in Hohe des Erwartungs-
wertes des Schadens (hier E[X] = p X), gewissen Zuschlagen zur
Abdeckung des Zufalls-, Diagnose- und Prognoserisikos und allfalligen
Gewinnzuschlagen. Zur Abdeckung der Kosten aus der Dienstleistungs-

komponente wird zusatzlich eine Kostenpramie =X erhoben.

Der Variationskoeffizient S kann als Massstab fir die Hohe des
Zuschlages zur Abdeckung des Zufallsrisikos herangezogen werden.

7) Mit dem folgenden Beispiel einer einjahrigen Todesfallkapital-
versicherung mit Versicherungssumme 1 verdeutlicht Braess wie die
Erhéhung der Eintretenswahrscheinlichkeit p des Schadens die
Risikosituation fur die Versicherungsunternehmung verbessert,
falls sie in der Lage ist, eine dem erhdhten Risiko (d.h. dem erhéhten
Erwartungswert) entsprechende Pramie einzunehmen:

"Gesetzt, der Versicherer hat nur einen einzigen Versicherungs-
nehmer, namlich einen Mann von 50 Jahren, mit einer Sterbens-
wahrscheinlichkeit von 1% (= Nettopramie). Stirbt dieser Versiche-
rungsnehmer, was ja durchaus mdglich und auch mit der entsprech-
enden Wahrscheinlichkeit einkalkuliert ist, so entsteht ein Verlust in
Hohe der 99fachen Nettoprdmie. Handelt es sich dagegen um einen
90jahrigen Versicherungsnehmer, so wirde die Sterbenswahrschein-
lichkeit 30% betragen und dementsprechend die Nettopramie 30 mal
so hoch sein. Der Tod dieses Versicherungsnehmers konnte "nur" einen
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Verlust in H6he von 70% = dem Z%fachen der Nettopramie erzeugen3'

Insoweit ist jetzt der Versicherer, eben weil die Pramie von vorn-
herein dem maximalen Auszahlungsbedarf sehr viel naher liegt,
zweifellos besser abgesichert. Eine Zusammenfassung zahlreicher
Versicherungen gleicher Art (hier 50-, dort 90-jéhrige) andert an
diesem Tatbestand nicht das geringste."

8) Um die Wirkungsweise des Terms g/p in der Formel fir den Varia-
tionskoeffizienten S plastisch zu veranschaulichen, fahrt Braess auf
Seite 28 wie folgt fort:

"Wir bringen die Formel fur S in die Fassung:

s - (t4a
np
Der Faktor E unter der Wurzel bezieht sich auf den Effekt aus der
n
Zahl der Vertrage - das leuchtet ohne weiteres ein. Der zweite Faktor

in Gestalt des Quotienten g ist der Ausdruck fir die Risikolage inner-

halb jeder einzelnen Versicherung. Nehmen wir nun an, dass die g-
und p-Werte jeweils in Tausendsteln gemessen werden - beispiels-
weise p = 10%0, g = 990%0. Jetzt stellen wir uns ein Kollektiv aus 1000
"Fiktiv-Personen" vor, indem wir rechnerisch Zahler und Nenner des
Quotienten mit 1000 erweitern. Dieses Kollektiv zerféallt dann in eine
p-Gruppe mit 10 und eine g-Gruppe mit 990 Personen. Risiko-massig
ist die p-Gruppe vollig ungefahrlich. Mit einem Ableben (= Schaden)
hat der Versicherer von vornherein gerechnet und eine ent-
sprechende Pramie erhalten, so dass insoweit unliebsame Uber-
raschungen auf jeden Fall ausgeschlossen sind. Anders jedoch die g-
Gruppe (= 990 Personen), die als vermutlich schadenfrei in die Netto-
pramie einkalkuliert worden ist. In ihr und nur hier liegen die Uber-
raschungsmoglichkeiten, die sofort akut werden, wenn durch den
Einfluss des Zufalls Personen, die nach der Vorkalkulation des
Versicherers zur g-Gruppe gehoren sollen, wider Erwarten in die p-
Gruppe Uuberwechseln. lhre Anspriche wirden nicht durch eine

3 Das Beispiel ist absichtlich sehr krass gewahlt, um die Tendenz mdglichst deutlich
hervortreten zu lassen. Die absoluten Verlustbetrage weichen naturgemass bei weitem nicht
so stark voneinander ab. Im ersten Falle (50jahriger Versicherungsnehmer) betragt der
absolute Verlust 99% der Versicherungssumme, im zweiten Falle 70%.

Vers.-Oek.Teil-I-Kap-1V-1-5 Dr. Ruprecht Witzel; HS 09 22.10.2009



IV. VERSICHERUNGSUNTERNEHMUNG 17

entsprechende Nettopramie, sondern allenfalls durch einen zuséatz-
lichen "Sicherheitszuschlag" zur Nettopramie gedeckt sein.

So betrachtet ist der Quotient g tatsachlich ein sinnfalliger oder doch

zumindest verstandlicher Ausdruck fur die Grossenrelation zwischen
der risikobehafteten Gruppe q und der risikofreien Gruppe p. Je
grésser q im Verhaltnis zu p ist, umso ausgepragter wird das
Zufallsrisiko sein. (Dass schliesslich aus dem Gesamtausdruck noch
die Quadratwurzel gezogen werden muss, wird man allerdings nur
noch mathematisch aus der Definition von S erklaren, nicht aber an-
schaulich darstellen kénnen.)"

9) Anhand der Konstruktionsprinzipien der Sterbetafeln fir Todes-
fallkapitalversicherungen mochten wir dies noch weiter verdeut-
lichen.

Durch den Einbau von Sicherheitszuschldgen und Margen werden
hier die realistischen originaren Sterbewahrscheinlichkeiten
bewusst erhdht. Als Mass fir die Sicherheitszuschlage wird oft der
Variationskoeffizient benutzt; hierdurch soll Schutz gegen das
Zufallsrisiko erreicht werden. Gegen das Diagnose- und Prognoserisiko
werden zusatzlich oft noch Margen eingebaut.

Im Bild von Braess flihrt dies dazu, dass die p-Gruppe vergréssert und
folglich die risikobehaftete qg-Gruppe verkleinert wird. Falls
Mitglieder der p-Gruppe sich anders verhalten als angenommen (d.h.
in diesem Beispiel nicht sterben), so entsteht keine Leistungspflicht
fur die Versicherungsunternehmung, obwohl sie mit einer solchen
gerechnet hat. Falls Mitglieder der g-Gruppe sich anders verhalten als
angenommen (d.h. in diesem Beispiel sterben), so entsteht fir die
Versicherungsunternehmung eine Leistungspflicht, obwohl sie dies
nicht eingerechnet hat. Durch die bewusste Verkleinerung der g-
Gruppe erreicht also die Versicherungsunternehmung eine Ver-
besserung ihrer Risikosituation.

Bei gegebenem Todesfallkapital steigt hierdurch der Erwartungswert
der nach dem versicherungsmathematischen Modell zu erbringenden
Versicherungsleistungen und damit die entsprechende Risikopramie.
Dies impliziert, dass die gemass Modell berechneten Risikopramien
die realistischerweise zu erwartenden Todesfallkapitalleistungen
mit hoher Wahrscheinlichkeit Ubersteigen. Man sagt, dass die
Lebensversicherungsunternehmung dann auf der "sicheren Seite" ist.
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Grafisch l&sst sich das wie folgt veranschaulichen

v

1) (2)

(1) Bestandteile der "Brutto-Risikopramie"
(2) "Brutto-Risikopramie"

A: gemass realistischen Sterbewahrscheinlichkeiten erwartete
Todesfallleistungen ("Netto-Risikopramie”, erwarteter Aufwand)

B: gemass versicherungsmathematischem Modell berechnete
Risikopramie ("Brutto-Risikopramie”, Ertrag)

x:  Sicherheitszuschlag in Hohe von x % von A, abgeleitet aus dem
Variationskoeffizienten (Schutz gegen des Zufallsrisiko)

y: Margen in H6he von y % von A (Schutz gegen das Diagnose- und
Prognoserisiko).

Die Differenz aus den realisierten Werten von Ertrag und Aufwand
stellt den Risikotiberschuss dar.

Bei Lebensversicherungen werden die Annahmen wegen der lang-
fristigen Garantien so gewahlt, dass meist tatsdchlich ein positiver
Risikoliberschuss vorliegt. Mittels der Uberschussbeteiligung erhalt der
Kunde einen Anteil hiervon.
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3.2.

Zur Grossenordnung der Unsicherheit

1) Der Variationskoeffizient S mit

-5
n-p p n’

wird als Mass der Unsicherheit interpretiert.

Im Folgenden geben wir anhand von Beispielswerten einen Uberblick
Uber die Gréssenordnung von S. Dazu betrachten wir zunéchst S als
Funktion der Eintretenswahrscheinlichkeit p des Versicherungsfalls
und der Anzahl n der Vertrage. Die Wahrscheinlichkeit p kann man
auch interpretieren als Nettopramiensatz oder als Nettopramie fur die
Versicherungssumme 1.

S in Abhéngigkeit der Nettopramie p und der Anzahl n der Vertrélge:4

n p=10% p=1.0% p=1.0%0 p=0.5%0

1 3.0 ~ 10 31.61 44.71
100 0.3 ~1 3.161 4.471
10'000 0.03 0.1 0.316 0.447
100'000 0.0095 0.0315 ~0.10 0.141

"Daraus geht beispielsweise hervor, dass 10'000 Vertrage bei einem
Nettopramiensatz von 0.5%0 (letzte Spalte) mit 0.447 eine hohere
Unsicherheit beinhalten, als nur 100 Vertrdge bei einem Netto-
pramiensatz von 10%, da hier S = 0.3 gilt."

2) Fur einige Beispiele lasst sich die Aussage der obigen Tabelle wie
folgt grafisch darstellen:

4 Braess, Paul: Versicherung und Risiko, 1960, Seite 29
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p =
Netto-Pramie = c,=03p
Erwartungswert

A

------- o3 =003-
10% —_t e e e o e e e e e o o o } 3 p
} G, =p
1% +~  #==50,=01p
""" » Bestande
n=10'000 n=100 n=10'000 n=100

ci(i=1---,4) gibt die jeweilige Standardabweichung wieder
ausgedruckt als Vielfaches der Netto-Pramie, d.h. des Erwartungs-
wertes. Der Proportionalitatsfaktor ist gerade gleich dem Variations-
koeffizienten (oder Streuungskoeffizienten). Hierzu ist zu beachten,
dass definitionsgemass gilt

Variationskoeffizient =

Standardabweichung (S 0')
E

Erwartungswert

3) Fir die Berechnung der Werte gilt im einzelnen:

p=0.1:
1-01 1 09 1 1
S=|—— = == =49 =
01 n 01 +/n \/_ n
_3. 1
n
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J100'000 = 316 : %=0.009486
p=0.01:
[099 1 1
s = /== = =.,99—
0.01 +n Jn
= 9.95-i ; %=0.03148
Jn ' 316
p = 0.0005:
s - 0.9995 1
\0.0005 n
1 44.715
= 44.71. , ~ 0.14148
Jn

4) Im Folgenden betrachten wir das Verhalten von S unter der
Annahme, dass das Pramienvolumen n - p konstant ist. Fur beliebige
Wahrscheinlichkeiten p und pg sowie beliebige Anzahlen n und ng von
Vertragen mit np = ngpg ergibt sich zunachst

\/ﬁ
S _ Vm _[1-p
S, po  \1-pg

NoPo

Setzen wir beispielsweise pg = 0.1, so ergibt sich fur das Verhaltnis
S/ S, unter den Annahmen np =nyp, sowie stets gleicher Versiche-

.. . 5
rungssumme fir verschiedene p folgendes:

p Sp /Sp0
0.2 0.9428
0.1 1.0000
0.01 1.0488
0.001 1.0536
0.0001 1.0540

5 Braess kommt auf Seite 30 zu etwas anderen Ergebnissen.
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Dies besagt, dass z.B. bei einem Bestand von n Versicherungen mit
Nettopramiensatz 0.001 die Unsicherheit - gemessen durch S -
lediglich um gut 5% grosser ist als bei einem Bestand von n/100
Versicherungen mit Nettopramiensatz 0.1.

Im Wesentlichen wird also das Mass der Unsicherheit durch das
Pramienvolumen bestimmt. Es erscheint recht unbedeutend zu sein,
ob das Pramienvolumen aus einer "relativ kleinen Zahl schwerer"
Risiken stammt oder einer "relativ grossen Zahl leichter” Risiken.

5) Braess schreibt hierzu:

"Die Konsequenz wirde also lauten, dass unter den angenommenen
Voraussetzungen (gleiche Versicherungssumme bei allen Vertragen,
nur Totalschaden) die Unsicherheit praktisch ausschliesslich vom
Pramienvolumen abhangt, und zwar ohne Ricksicht darauf, ob die
gesamte Pramieneinnahme aus einer relativ kleinen Zahl "schwerer"
Wagnisse oder einer entsprechend grésseren Zahl "leichter" Risiken

gewonnen worden ist.” Der Einfluss der Nettopramie, soweit er nicht
bereits im Pramienvolumen enthalten ist, bleibt dabei so gering, dass
er in dem fur die Versicherung relevanten Bereich vernachléssigt

7
werden kann "

6) Abschliessend sei nochmals darauf verwiesen, dass dies unter der
einschrankenden Voraussetzung abgeleitet wurde, dass alle Versiche-
rungssummen gleich sind, und es wurden lediglich spezielle
Relationen der Eintretenswahrscheinlichkeiten betrachtet.

6 Man konnte versucht sein, den Satz noch pointierter zu formulieren. Der Versicherer, der sein
Pramienvolumen vergrossert, verbessert damit automatisch seine Sicherheit, vorausgesetzt natirlich,
dass jeweils die richtige Nettopramie erzielt wird. In dieser Form ist die Behauptung jedoch noch nicht
bewiesen, weil hier Probleme der Bestandeshomogenitat mitsprechen, die wir erst spater betrachten
kénnen.

7 Zu prinzipiell dem gleichen Ergebnis, wenn auch in einer etwas abweichenden Formulierung,
kommt Gurtler (Das Risiko des Zufalls im Versicherungsbetrieb, a.a.O., S.311). Es muss jedoch sehr
nachdrtcklich betont werden, dass dieses Ergebnis nur unter den einschrankenden Voraussetzungen
gilt, wonach ausschliesslich Totalschaden vorkommen und alle Versicherungssummen gleich 1 sind.
Sobald auch nur eine der beiden Voraussetzungen aufgegeben wird, kommt man allein mit den
Nettoprdmien-Volumen zur Charakterisierung der Unsicherheit nicht mehr aus. (N&heres im flnften
Kapital.) Insoweit hat also das hier formulierte Ergebnis nur eine geringe Bedeutung.
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3.3.  Auswirkung auf PrAmienkalkulation und -politik

"Einige weitere und sehr bedeutsame Fragen, die mit unserer Tabelle
(oben unter ziff. 3.2.1.) im Zusammenhang stehen, kdnnen wir hier
leider nur am Rande streifen. Es handelt sich vornehmlich um Fragen
der Pramienkalkulation und -politik, die abseits von unserem eigent-
lichen Thema liegen:

a) Welches Mass an Unsicherheit ist zuldssig, wenn man Uberhaupt
noch ernsthaft von "Versicherung" sprechen will? Dass eine
Unsicherheit, die mehr als das Einfache der gesamten Nettopramie
betragt, die Voraussetzung einer Versicherung nicht erftllen kann,
bedirfte keines weiteren Beweises (Die Tabelle lasst erkennen, bei
welcher Zahl von Vertragen diese Grenze erreicht wird.) Welcher
Bruchteil aber soll im Einzelnen als Obergrenze zuge-lassen
werden?

b) Entsprechend dem Mass der Unsicherheit wird die reine Netto-
pramie um einen bestimmten Sicherheitszuschlag erhéht werden
mussen, fir den wiederum die Grosse S als der geeignete Massstab
dienen kanng.

c) Auf den Versicherungsmarkten konkurrieren Versicherungsunter-
nehmungen mit jeweils ganz verschiedenen Versicherungsbe-
standen, die je nach ihrer Grésse und Zusammensetzung einen
stark abweichenden Sicherheitszuschlag bedingen werden. Fiur die
Preisbildung massgeblich wird h&aufig derjenige Versicherer sein,
der unter sonst gleichen Voraussetzungen (insbesondere in bezug
auf die Verwaltungskosten) mit dem geringsten Sicherheitszuschlag
auskommt®. Die ubrigen Wettbewerber werden sich auf eine solche
Marktsituation einstellen mussen, indem sie gegebenenfalls
zumindest einen Teil des sonst erforderlichen Sicherheitszu-
schlages durch eine Kapitalreserve ersetzen, die im Falle von
technischen Verlusten zur Deckung herangezogen werden kann."

8 Die Frage, ob die einfache Standardabweichung ausreicht oder ob ein Mehrfaches davon
erforderlich ist, kann hier nicht weiter verfolgt werden.

9 P. Braess, Angebot und Nachfrage in der Versicherung, Wirtschaft und Recht der
Versicherung, Beiheft 1/1938.
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3.4. Wie verhalt sich die Praxis?

"Wir haben also gesehen, dass nach dem "Gesetz der grossen Zahlen"
die Anzahl der Vertréage im gleichen Sinne risikomindernd wirkt wie
die "Schwere" der Einzelrisiken, ausgedriickt durch den Schadengrad
p. Wie hat die Praxis bisher auf diese Folgerung reagiert? Im ersten
Falle (Zahl der Vertrage) konnen wir feststellen, dass die Kenntnis
dieses Zusammenhangs eigentlich seit jeher zum absolut gesicherten
und unumstosslichen Wissen der Praxis gehért. Man wird sogar ohne
Ubertreibung behaupten koénnen, dass die Praxis aus Instinkt und
Erfahrung diesen quasi-gesetzmassigen Zusammenhang seit den ersten
Anfangen des Versicherungswesens schon sehr viel friher erkannt hat
als die spater einsetzende theoretische Forschung, die insoweit das
Erfahrungswissen aus der Praxis nur bestatigt hat.

Ganz anders jedoch im zweiten Falle, der sich auf die Schwere der
Wagnisse bezieht. Die Praxis hat hier anscheinend keine Folgerungen
aus dem theoretisch gewonnenen Ergebnis gezogen, obwohl es nicht
gerade neu ist. lhre skeptische, wenn nicht gar ablehnende Haltung?°
mag drei verschiedene Grinde haben.

Der erste ist sozusagen technischer Art. Oft wird flr schwere Risiken
nicht eine voll ausreichende oder doch nicht so reich bemessene
Pramie wie fur leichte zu erzielen sein. Darin stecken Verlust-
gefahren, die naturgemass mit wahrscheinlichkeitstheoretischen
Uberlegungen nichts zu tun haben, die es aber verstandlich machen,
dass sich der Versicherer speziell auf dem Wege der Rick-
versicherung und héaufig auch auf deren Kosten von solchen Risiken zu
entlasten sucht.

Der zweite Grund hat systematische Bedeutung und ist deshalb sehr
viel interessanter. Alle bisher gewonnenen Ergebnisse gelten nur
unter den einschrankenden Pramissen, die im Einzelnen mehrfach
genannt worden sind. Dazu gehort hier vor allem die Voraussetzung,
dass im Versicherungsfalle jeweils nur "Totalschdden" in Frage

10 pas zeigt sich insbesondere bei der Frage, ob schwerere Risiken in hbherem Masse
summenmassig rickzuversichern sind als leichte. Girtler (Das Risiko des Zufalls im
Versicherungsbetrieb, a. a. O., S. 313) kommt auf Grund der theoretischen Ableitung zum
entgegengesetzten Ergebnis, schwacht es dann aber wieder ab, indem er schwere und
leichte Risiken gleich behandelt wissen will.

Die Praxis steht ziemlich einhellig auf dem Standpunkt, schwere Risiken summenmassig
starker riickzudecken als leichte, ignoriert insoweit also die Theorie. - Einzelheiten zu
diesem Thema, insbesondere zur Frage des Ruckversicherungsbedarfs, folgen spater.
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3.5.

kommen. Wenn diese Einschrankung aufgegeben wird, dndern sich
die Aspekte sehr wesentlich, wie im funften Kapitel zu zeigen sein
wird.

Drittens werden die sogenannten schweren Risiken héaufig noch
deshalb als besonders geféahrlich angesehen, weil sie meist in
geringerer Zahl vorkommen und somit "in sich" keinen gentigenden
Risikoausgleich bieten. Mit diesem - grundsatzlich verfehlten -
Argument kdnnen wir uns erst in den nachsten Kapiteln auseinander-
setzen."

Das Gesetz der grossen Zahlenit

1) Grundlage fir den Risikoausgleich im Kollektiv (bzw. die Risiko-
transformation durch das Pooling) ist das Gesetz der grossen Zahlen
von Jakob Bernoulli (1654 - 1705). Mittlerweile gibt es verschiedene
Formulierungen dieses Gesetzes. Ein recht allgemeine Form lautet wie
folgt:

Gesetz der grossen Zahlen:
Sei Xy,--+,X, eine zuféllige Stichprobe einer Zufallsvariablen X mit

endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz 2. Dann gilt

lim Pr[|[X-y/<z] =1

n— o

fur beliebiges € > 0 und X ::(
|

n
Xi /In.
=1

Mit Pr [ ] wird das zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsmass
bezeichnet. X gibt den Mittelwert der Stichprobe wieder. Die
X, (1<i<n) sind als zufillige Stichprobe der Zufallsvariable X

unabhéngig und identisch verteilt (englisch: independent and
identical distributed [iid]).

Das Gesetz der grossen Zahlen besagt in dieser Variante, dass fur n —
o die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 1 strebt, dass - fur beliebig

11 vgl. Cummins, J. David, "Statistical and Financial Models of Insurance Pricing and the
Insurance Firm", Journal of Risk and Insurance, 1991, Seite 261-302
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vorgegebenes ¢ > 0 - der Mittelwert der Stichprobe (X) um weniger
als € von dem Erwartungswert u der Zufallsvariable abweicht.

Oder etwas salopper formuliert: fir grosse n ist der Mittelwert X der
Stichprobe X; (1<i<n) fast sicher in der Ndhe des Erwartungswertes p
der Zufallsvariable X.

Falls die Zufallsvariable X z&hlt, ob ein gewisses Ereignis eintritt oder
nicht, d.h. falls X binomial verteilt ist mit den Werten 0 bzw. 1, so
sagt das Gesetz der grossen Zahlen aus:

Fir n — oo strebt die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 1, dass die

i=1
Eintrittswahrscheinlichkeit p des Ereignisses ist (X = 1).

_ n
relative Haufigkeit X::(zxi]/n beliebig nahe der theoretischen

2) Die Gultigkeit des Gesetzes der grossen Zahlen l&sst sich leicht aus
der Tschebyscheff'schen Ungleichung ableiten; die lautet wie folgt:

Tschebyscheff'sche Ungleichung:

Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert p und
endlicher Varianz o2 . Dann gilt fur jedes k > 0

1
Pr[|X—p|<k-c] Zl—k—z.

Diese Ungleichung besagt, dass fir jedes k > 0 die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass eine Realisation der Zufallsvariablen X um weniger als das
k-fache der Standardabweichung ¢ vom Erwartungswert u abweicht,
grosser ist als

-1

k2
Zur Veranschaulichung dieser Abschatzung betrachten wir beispiels-
weise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Realisation der Zufalls-
variablen X um weniger als die doppelte Standardabweichung ¢ vom
Erwartungswert p abweicht; d.h. wir betrachten den Fall k = 2.
Gemass der Tschebyscheff'schen Ungleichung ist diese Wahrschein-
lichkeit grdsser gleich 0.75. Fiur diese Abschatzung wird lediglich
vorausgesetzt, dass die Verteilung von X einen endlichen Erwartungs-
wert und eine endliche Varianz besitzt. Falls dariberhinaus voraus-
gesetzt wird, dass X normal verteilt ist, ist diese Wahrscheinlichkeit
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sogar gleich 0.9545. Der Wert der Tschebyscheff'schen Ungleichung
liegt also eher in theoretischen Anwendungen als in praktischen
Abschéatzungen von Wahrscheinlichkeiten; hierfir ist die Abschatzung
zu grob. Allerdings erfordern feinere Abschatzungen mehr Information
uber die Verteilung. Dieses "Problem" wird meist vermutlich per
Annahme "gel6st".

3) Als Hilfsmittel zum Beweis der Tschebyscheff'schen Ungleichung
beweisen wir zunéchst die

Markov'sche Ungleichung:

Sei X eine Zufallsvariable mit X > 0 und endlichem Erwartungswert
E[X].

Dann gilt
Pr[th]gg furt> 0.

Beweis:

Der Beweis wird fur eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte f(x)

gefihrt.
ElX] = ojoxf(x)-dx
0
= t 1Se)
[x-f(x)-dx+ [x-f(x)-d
0 t
> ojoxf(x)-dx
t
> t[f(x)-dx
t
= t-Pr[Xx>t].
Also gilt

E[X]>t-Pr[X>t]

bzw.

Pr[th]sg.
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4) Wir gehen jetzt Gber zum
Beweis der Tschebyscheff'schen Ungleichung:
Wir setzen Y :=(X-HX] )?.

Dann gilt Y > 0 und E[Y] = Var[X]. Auf Y ist somit die Markov'sche
Ungleichung anwendbar. Sie liefert fur t > 0:

Pr[|X—E[X]|2t]

= Pr[Y=t?]
< HYl
t2
_ Var[X]
= T
Also gilt
Pr[|X—E[X]|<t]21—Vatr2[X].

Fir t=k-o=k-/Var[X] folgt

PrX-EX]|<k-o]z1-valXl _, 1

1-—.

5) Aus der Tschebyscheff'schen Ungleichung ergibt sich das Gesetz
der grossen Zahlen.

Beweis des Gesetzes der grossen Zahlen:

Da die X; unabhangig und identisch verteilt sind, gilt fur die Zufalls-

variable X := (ixlji .
i=1 n
_ 1
EX] = H'.;E[Xi]
1
= —.n.u
n
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= p
— 1 n
Var[X] = — - 2 Var [Xi]
n i=n
n
n

Die Tschebyscheff'sche Ungleichung lautet fir X und beliebiges k > 0
- o = 1
Pr[X-EX]|<k-Var[X]]> 1—k—2.

Setzen wir nun fir beliebiges ¢ > 0.

1
k = ¢ —=
yVar[X]
_ _An
-_— 8._’
()
so folgt
Pri[X-p|<elz1-—
e N
also
lim Pr{|[X-p/<ec] =1.
n— o

Womit der Beweis des Gesetzes der grossen Zahlen abgeschlossen ist.
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3.6. Verallgemeinerungen des Grundmodells
3.6.1. Unterschiedliche Versicherungssummen

1) Die erste Verallgemeinerung besteht darin, dass wir unter-
schiedliche Versicherungssummen VSj pro Vertrag i (i 0= 1, ... , n)
zulassen, Im folgenden unterstellen wir weiterhin, dass lediglich
Totalschaden auftreten, die auch voll entschadigt werden, so dass gilt

VS, = VLi=X (i=1,...,n).
(Versicherungssummej = Versicherungsleistungj = Schadenj)

Weiter sei zundchst noch in allen n Vertragen die Schaden-Eintre-
tenswahrscheinlichkeit konstant und zwar gleich p.

FUr den Variationskoeffizienten S ergibt sich dann

9X1,..., Xpip, ]

n - ..
1 Z(Xi _ X)2 Quad_ra_t des Varlatlons_—
N3 koeffizienten der Versiche-
2 rungssummen bzw. Total-
schaden

g . 1 n “ Mittelwert der
. EZ ! Versicherungssummen bzw.
Totalschaden

s2(Xy,...,Xy) ist ein Mass fur die Inhomogenitat der Versicherungs-
summen bzw. der Totalschaden
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Die impliziert, dass - ceteris paribus - die Unsicherheit fur die Ver-
sicherungsunternehmung steigt, falls die Versicherungssummen
(Totalschaden) inhomogener werden.

Die absoluten Hohen der Versicherungssummen (Totalschaden)
sind hingegen hiernach fur das Ausmass der Unsicherheit irrele-
vant; sie sind natdrlich fur die Héhe der Pramie relevant.

Zur Einordnung dieser beiden Aussagen ist festzuhalten, dass implizit
unterstellt wird, dass die Versicherungsunternehmung in der Lage ist,
die Pramie in Hb6he des Erwartungswertes des Schadens am Markt
durchzusetzen. Ferner werden das Diagnose- und Prognoserisiko per
Annahme ausgeschaltet, so dass als Unsicherheitsfaktor fir die
Versicherungsunternehmung lediglich das Zufallsrisiko verbleibt. Fir
dieses Risiko wird dann der Variationskoeffizient als adaquates Risiko-
mass bzw. Mass fur Unsicherheit angesehen.

2) Ein Mittel zur Vergrosserung der Homogenitat der Versicherungs-
summen (Totalschdden) auf eigene Rechnung besteht fir die
Versicherungsunternehmung in einer geeigneten Ruckversiche-
rungspolitik.

Zur Veranschaulichung geben wir folgendes (leicht abgeéndertes)
Beispiel aus dem oben zitierten Buch von Braess wieder:

"Hierzu ein theoretisch konstruiertes Beispiel: Ein Versicherer besitzt
einen Bestand von 20'000 Versicherungen. Die Nettopramie,
einheitlich fir alle Versicherungen, betragt 5%o.

3) Wenn alle Versicherungssummen gleich waren (ohne Riicksicht
auf die absolute Hbéhe), ware S aus der Grundformel

g mit\/ 995 _\/ 995
n-p 20'000-5 \100'000

zu errechnen, und es ergabe sich S = 0.09975.

D.h. die Standardabweichung o betragt 9.975% der jeweiligen Netto-
pramie.
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Hierzu beachte man die Definition des Streuungskoeffizienten S als

s=2.
E

Daraus folgt fir die Standardabweichung

c=S-E.

Hierbei ist der Erwartungswert E als Nettopramie zu interpretieren.
Das ist der Minimalwert fur einen "summenhomogenen" Bestand von
20'000 Vertragen bei einer Nettopramie je 5%o. (Summen-

homogenitat bedeutet, dass keinerlei Streuung der Versicherungs-
summen vorhanden ist.)

4) Die Versicherungssummen moégen sich jetzt wie folgt

zusammensetzen:
1'000 Vertrage je Versicherungssumme = 1, zusammen = 1'000
3'000 Vertrage je Versicherungssumme = 2, zusammen = 6'000
10'000 Vertrage je Versicherungssumme = 3, zusammen = 30000
4'000 Vertrage je Versicherungssumme = 5, zusammen = 20000

1'000 Vertrage je Versicherungssumme 10, zusammen =  10'000
1'000 Vertrage je Versicherungssumme 20, zusammen = 20'000

20'000 Vertrage mit insgesamt Versicherungssumme 87'000
Die durchschnittliche Versicherungssumme betragt 4.35.

Bei der gegebenen Streuung der Versicherungssummen berechnen

wir SX]) nach der expliziten Formel auf S. 29, indem wir die jeweils

gleichen Versicherungssummen stiickzahlmassig zusammenfassen:

v _ \/ 995 1000-1% +3000- 22 +10000-3 + 4000-57 +1000-10% + 1000 - 20°
() 5 870002
SY. = 0.136.

(n)

D.h. die Standardabweichung o betragt 13.6% der gesamten Netto-
pramie.

Gegenliber dem summenhomogenen Bestand ist die "Unsicherheit" um
mehr als }é grosser geworden.

5) Der Versicherer kann die Sicherheit verbessern, indem er
beispielsweise alle Versicherungssummen, die Gber 3 hinausgehen, in
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Rickversicherung gibt (Summenexzedenten-Ruckversicherung). Sein
"Restbestand"” fir eigene Rechnung sieht dann so aus:

1'000 Vertrage je Versicherungssumme =1, zusammen = 1'000
3'000 Vertrage je Versicherungssumme =2, zusammen = 6'000
16'000 Vertrage je Versicherungssumme = 3, zusammen = 48000
20'000 Vertrage mit insgesamt Versicherungssumme 55'000

Die durchschnittliche Versicherungssumme betragt nun 2.75
gegeniber 4.35.

Nunmehr wird

Vv
Stn)

B \/995 11000-1% +3'000 - 2% +16'000 - 3
5 55'000°

\"—
sy, = 0.1016.

D.h. die Standardabweichung o betragt 10.16% der gesamten Netto-
pramie.

Das ist nur noch ein geringfigiger Unterschied gegeniiber dem
Minimalwert von 9.975%. Der positive Effekt der Ruckversicherung
macht sich also sehr deutlich bemerkbar und kann quantitativ exakt
gemessen werden.

Ob der Erstversicherer in diesem Ausmasse tatsachlich von der Rick-
versicherung Gebrauch machen will, oder ob er sich mit einer
geringeren Spitzenabdeckung begniigt (etwa nur die Versicherungs-
summen, die Uber 5 oder 10 hinausgehen), mag dahingestellt bleiben.
Hier spielen vor allem Fragen der verfugbaren Kapitalreserven und
schliesslich auch die Gewinnmdglichkeiten eine Rolle, die in der
Bruttopramie stecken."

3.6.2. Zusammenlegung von Versicherungsbestanden

1) Als nachstes Beispiel betrachten wie den Fall, in dem zwei
Versicherungsbestande zusammengefasst werden, und versuchen Aus-
sagen Uber Wirkungen auf den Streuungskoeffizient abzuleiten.

Gegeben sei ein Versicherungsbestand 1 bestehend aus n; Versiche-
rungen mit gleicher Versicherungssumme (Totalschaden) X; und
gleicher Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p;. Dann gilt fir den
Streuungskoeffizient S
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2
Oy M X

S
2 v2
P1ny Xl

mit g1 = 1—p1.

Der neu hinzu kommende Versicherungsbestand 2 sei charakterisiert
durch n, Vertrage mit der Versicherungssumme (Totalschaden) X, und
der Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit p,.

2) Wir betrachten nun den Versicherungsbestand, der sich durch
Zusammenlegen der beiden Versicherungsbestande 1 und 2 ergibt und
indizieren die entsprechenden Grdssen mit 1+2. Falls wir Unab-
hangigkeit der nq,» =nq+n, Zufallsvariablen X,,, voraussetzen,

ergibt sich fir den Streuungskoeffizienten dieses Gesamtbestandes.

S(X1+2) = D2[X1+2]

E[X1+2]

Jn:p.0, X2 +1,p,q, X2
nlplxl + n2p2 XZ

2 2
\/nlplchxl +NP 0 X5
2
(N1p1X1 + N2p2X2)

mit g = 1—p2.

In der Ausgangssituation wird die Unsicherheitslage durch den Bestand
1 festgelegt und betragt S;. Falls durch die Hinzunahme des Bestandes
2 die Unsicherheitssituation des Gesamtbestandes 1+2 nicht grdsser
sein soll als die Unsicherheitslage in der Ausgangs-situation, muss
gelten

S'1+2 < S'1
d.h.

N1P101XE +NoP2doX5 < \/ N1p1G1X% _
(nlplxl +Nop2 Xz)z (n1p1X1)?
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Durch (langwierige) elementare Umformungen?2 erhalt man schliess-

lich
Xy £2Xq - 1 .
92 _ N2 P2
1 ng P2
Zunachst analysieren wir das Verhalten des Faktors F
F= 1
92 _ N2 P2
i1 N1 P21

in Abhangigkeit von p; bzw. p,.
FUr p; = p, gilt g; = g, und somit

Des weiteren gilt

0 F= 0 1 >0
op2  Opp P2 _ N2 P2
1-p; np pg
wegen
0 (l—pz_n_zp_zj
opp \1-p1 M pg
= -1 _mp 1 <0.
1-p1 m pg
%/_J%/_J
<0 <0
Somit folgt
1 1
- - <
42 _ N2 P2 _h2
1 M P2 ng
0 0
P2 <P1 P2 =

92 N2 P2

a1 M1 P2

T

P2 >P1-

12 vgl. im oben angegebenem Buch von P. Braess, S. 129, ff.

22.10.2009
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Zur Interpretation dieser Ungleichung treffen wir nachstehende Fall-
unterscheidung:

3) pP1=p2

Zunéachst sei py =p», d.h. der neu hinzugenommene Bestand 2 hat die
gleiche Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit wie der Ausgangs-
bestand 1. Die obere Schranke fur die Versicherungssummen (Total-
schaden) des neuen Bestandes, die einzuhalten ist, falls durch die
Bestandeszusammenlegung das Unsicherheitsmass nicht erhoht
werden soll, lautet nun

1

Xy < 2Xq -

o FUr n, klein in Relation zu n; ergibt sich keine Erhohung des
Unsicherheitsausmasses, d.h. es gibt S;., <S;, solange die neue
Versicherungssumme (Totalschaden) kleiner als das Doppelte der
alten Versicherungssumme ist.

o Flr n, ungefahr gleich gross wie n; ergibt sich, dass im Prinzip
keine Beschrankung bzgl. der neu aufzunehmenden Versicherungs-
summen (Totalschaden) zu beachten ist.

Aus dem oben angegebenen Buch von P. Braess zitieren wie zusatzlich
zu diesem Fall:

"Aus der Bestimmungsgleichung ist weiterhin zu folgern, dass die
Aufnahme neuer Versicherungen mit kleineren Summen als bisher das
Risiko niemals vergrossert. Vielleicht erscheint dieser Schluss fir den
Praktiker so selbstverstandlich, dass er ihn gar nicht erwahnenswert
halti3. Vom theoretischen Standpunkt mussen wir jedoch auf die nicht
unwichtige Konsequenz hinweisen, dass die Hereinnahme kleinerer
Versicherungssummen in einen bisher summenhomogenen Bestand
zwar die Streuung der Versicherungssummen vergrossert, dass dieser
Effekt aber in jedem Falle durch den risikomindernden Einfluss des
grosseren n absorbiert und Uberkompensiert wird4.

13 Man kann sich in der Tat kaum vorstellen, dass ein Versicherer, der bisher nur relativ
grosse Versicherungssummen im Bestande hat, aus Risikogriinden auf die Ubernahme
kleinerer Versicherungssummen verzichten wirde.

14 Hierzu wieder ein konstruiertes Beispiel: Alter Bestand = 10 Versicherungen je 1,
Nettopramie = 5%o0, S; = 4.461. Hinzu kommt ein Vertrag mit einer Versicherungssumme =
1/10, S, = 4.419, also etwas Kleiner als S;.
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Auf dieser theoretischen Grundlage kann man die Wandlungen der
Risikosituation beim allméhlichen Aufbau eines Versicherungs-
bestandes aus kleinen Anfangen heraus sehr gut demonstrieren.
Solange der Versicherungsbestand noch sehr klein ist, wird das
Risiko gross sein; seine Verminderung muss das vorrangige Ziel der
Gesellschaft sein. Das geschieht zunachst durch moglichst weit-
gehende Nivellierung der Versicherungssummen im Wege der
passiven Ruckversicherung. Entscheidend ist dabei nicht so sehr die
absolute Hohe der Versicherungssummen, wie vielmehr ihre Streuung.
Enthéalt der Versicherungsbestand in Mehrzahl kleine Versicherungs-
summen, so bedeutet das den Zwang zur Nivellierung der Eigen-
behalte nach unten. Die weitere Geschéaftspolitik wird alsdann auf
eine stlickzahlmassige Vergrdosserung des Bestandes ausgerichtet
sein. Wenn das gelingt, wird das Risiko stetig zurtickgehen, bis
schliesslich die Risikogrenze erreicht wird, die nach der Marktlage und
nach den sonst noch vorhandenen Sicherheitsmitteln als ange-messen
empfunden wird und insoweit nicht mehr unterschritten zu werden
braucht. Erst von diesem Punkt ab kann neben dem extensiven
Wachstum durch Vermehrung der Vertrdge eine intensive
Ausdehnung durch allmahliche Erhdhung der Eigenbe-
haltsversicherungssummen beginnen. Wenn die Gesellschaft dabei
die Norm zugrunde legt, dass die zuwachsende Eigenbehalts-Versi-
cherungssumme ohne Gefahr der Risikoverschlechterung das Doppelte
vom Durchschnitt der bisherigen Eigenbehalte ausmachen darf, so
wird durch die Hereinnahme grosserer Summen allmahlich auch der
allgemeine Durchschnitt der Versicherungssumme ansteigen und somit
stetig die naturliche Kapazitat zur Risikodeckung fir eigene Rechnung
anwachsen?s."

15 wie weit die Praxis den Grundsatzen einer derart "dynamischen" Geschaftspolitik immer
gerecht wird, mag fraglich erscheinen. Anscheinend wird haufig eine mehr statische
Ruckversicherungspolitik betrieben, indem die hdchst zuladssigen Eigenbehaltssummen in
Form von Maximaltabellen festgelegt und fur lange Zeit ohne Ricksicht auf die weitere
Entwicklung des Versicherungsbestandes beibehalten werden. Dazu ist zu sagen, dass
einerseits selbst die Einhaltung von Maximaltabellen eine Risikoverschlechterung nicht
verhindert (die Hereinnahme kleiner Versicherungssummen wird ja u.U. die Streuung
vergrossern), andererseits die Beibehaltung alter Tabellen erhebliche Gewinneinbussen
verursachen kann. Eine standige Uberwachung des Versicherungsbestandes nach seiner
jeweiligen Zusammensetzung erscheint daher von beiden Seiten aus erforderlich.
Zutreffend fordert Gdartler (Risiko und Ruckversicherung, a.a.0., S. 451), dass das
Eigenbehaltsmaximum jeweils das Doppelte des durchschnittlichen Selbstbehaltes betragen
soll.
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4) p1<p2

Gelte nun p; < po, d.h. der neu hinzugenommene Bestand hat eine
hohere Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit als der Ausgangs-
bestand. Es werden - wie man sagt - schwerere Risiken hinzuge-
nommen.

Jetzt lautet die Bedingung

1
G2 _ N2 P2
a1 Ny P2

Xy < 2Xq -

mit 0 1 > 0.
opp 92 _ N2 P2

ai Ny P21

Dies impliziert, dass die obere Schranke fir die Versicherungssumme
(Totalschaden) des neuen Bestandes grésser wird mit wachsendem p,
(in Relation zu p;). D.h. je schwerer die neuen Risiken sind in Relation
zu den urspringlichen, desto grosser dirfen die Versi-
cherungssummen sein bei gegebener Anzahl n, der neuen Versi-
cherungen, ohne das Unsicherheitsmass zu erhéhen.

5) p,>p,
Die Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeit der neuen Versicherungen 2
ist also kleiner als diejenige des Ausgangsbestandes.

In Analogie zu 4) folgt nun

Xy < 2X1; < 2X1 1 ;
92 _N2 P2 12
qi1 N1 P12 Ny

Diesmal besagen diese Ungleichungen, dass die neue Versicherungs-
summe (Totalschaden) um so niedriger sein muss, je Kleiner ihre
Schaden-Eintrittswahrscheinlichkeit p, im Verhaltnis zu p, ist, sofern
das Unsicherheitsmass sich nicht erhéhen soll.
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3.6.3. Unterschiedliche Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeiten und
unterschiedliche Versicherungssummen

1) In diesem Abschnitt seien n Versicherungen gegeben mit den

Versicherungssummen VS, ... ,VS, bzw. Totalschaden Xy, ... ,X, und
den zugehorigen Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeiten py, ... ,pn -
Esgelteqi=1-p;furi=1, ..., n.

Fur den Streuungskoeffizient als Mass der Unsicherheit dieses
Versicherungsbestandes gilt dann

S =
L.
Elpixi SFZ) +1
= - 5 - -
(Zpixij
i=1
mit
n
1Z(IOiX- —P)Z
n. i
52 - =1
p-X 52 ’
_ 1n
P = =2PiX
Ni—1
2) FurXj=X (=1, ..., n) ergibt sich mit
1 n
Po = —2Pis
(0] ni=1 |
n
LY (pi—po)
sz = =l
p 2

fur den Streuungskoeffizient S bei gleichen Totalschaden, jedoch
unterschiedlichen Eintretenswahrscheinlichkeiten:
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mit qg = 1-pg-

3) Zunéchst zur Beziehung

2
S = q_o_s_p
NPo n

Po bzw. gg sind die durchschnittlichen Eintretens- bzw. Nichtein-
tretenswahrscheinlichkeiten des gesamten Bestandes, definiert als

arithmetisches Mittel; SS gibt die Streuung der Eintretenswahrschein-

lichkeiten pj wieder.

Der Streuungskoeffizient S hangt zunachst einmal wie im einfachen
Ausgangsfall von gg, pg und n ab, wobei nun die Mittelwerte relevant
sind. Zusatzlich ist ein mit negativem Vorzeichen versehener
Korrekturposten zu berucksichtigen, der von der Streuung der pj-
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Werte abhangt. Falls alle pj-Werte p gleich sind, reduziert sich obige
Gleichung auf

s = |9
\/ np

Bemerkenswert ist, dass bei gleichen Versicherungssummen der
Korrekturposten aufgrund der Streuung der Eintretenswahr-
scheinlichkeiten negativ auf den Streuungskoeffizient, d.h. auf das
Mass der Unsicherheit, wirkt.

Bei unterschiedlichen Totalschdden und gleichen Eintretenswahr-
scheinlichkeiten fuhrt die Streuung der Totalschaden dagegen zu einer
Erhoéhung der Untersicherheit, der Streuungskoeffizient wird hier
erhoht durch den entsprechenden Korrekturterm.

In diesem Modellkontext ergibt sich also - jeweils ceteris paribus argu-
mentiert - dass eine Erhdhung der Streuung der Versicherungs-
summen (Totalschdden) die Unsicherheit fur den Versicherer
erhoht, wahrend eine Erhéhung der Streuung der Schaden-Eintre-
tenswahrscheinlichkeit die Unsicherheit flur den Versicherer ver-
mindert.

Im Buch von Braess wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass der
letztgenannte Effekt vom Ausmass her nicht allzu gross ist; ein mathe-
matischer Beweis im Rahmen der Modellannahmen wird jedoch nicht
geliefert.

Falls nun die Schaden-Eintretenswahrscheinlichkeiten und die Versi-
cherungssummen (Totalschdden) differieren, ist wiederum das
Auftreten eines mit negativem Vorzeichen versehenen Korrekturterm
festzustellen. Hier gilt

S: =1 _ p'X
n 2 n
(Z pixij
i=1

Auch hier wird darauf verweisen, dass der Korrekturterm absolut klein
ist.
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3.6.4 Homogene Eintretenswahrscheinlichkeiten und Maximierung der
Unsicherheit

In dem oben zitierten Artikel von Cummins wird ein Beispiel von
Feller wiedergegeben, an dem sich leicht veranschaulichen lasst, dass
bei homogenen Eintrittswahrscheinlichkeiten die Unsicherheit fur
die Versicherungsunternehmung maximiert wird.

Angenommen, man hat n unabhangige Zufallsvariablen X; mit den
Eintrittswahrscheinlichkeiten p; (i=1, ---,n). Die Schadenhéhe betrage

jeweils 1, d.h. fir die Schadenhthe wird maximale Homogenitat
angenommen.

Furi=1---,n gilt

E[Xi]

0-(1-p;j)+1-p;
= P

varxil = e|x|- €lx)?

= pi—pi2
= p(1-p).
Wir definieren
n
Z = ¥X,
i=1
1 n
Po = = 2P,
ni=1
di = Pi - Po fur i::L---,n.

Dann folgt wegen der Unabhangigkeit der X;

Var [Z] var [Xi]

1
e

%pi (1-p;)

i=1
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(Po +Pi —Po) (1-Po —Pi +Po)

|
I

{po(l—po)+ di (1~po) - Po di —diz}

|
L

n
Wegen Y d, =0 folgt
i=1

Var [Z] {po(l—po)—diz}

1
I

n

npo (1-po) - Zldiz :
i=

n
Das Maximum der Varianz von Z (z inj ergibt sich fur d; = 0 fur alle
i=1

I. Im Einklang mit der Aussage von Braess wird also die Unsicherheit
flr die Versicherungsunternehmung in diesem Beispiel maximiert,
wenn fur die Eintrittswahrscheinlichkeit Homogenitat vorliegt.

Des weiteren gilt, dass bei gegebenem n die Varianz fir p = %
maximiert wird, da dann der Term

Po(1-po)
maximal wird.

Dies besagt, dass (bei gegebenem n) die Varianz der Zufallsvariable

n
Z =% X; maximiert wird, falls
i=1

e erstens alle Eintrittswahrscheinlichkeiten p; gleich sind
und falls
e zweitens dieser einheitliche Wert gleich 0.5 ist.

Die Unsicherheit Uber die erwartete Schadenbelastung ist also
maximal, falls der Schaden X; mit Wahrscheinlichkeit Y2 fur i=1 ---,n

eintritt.
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3.7.

3.7.1.

Teilschaden
Grundlagen

1) Als letzte Stufe der Verallgemeinerungen des Grundmodells fiihren
wir nun Teilschaden ein.

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei die folgende Situation:

Gegeben seien 10'000 gleichartige Versicherungsvertrage jeweils mit
Versicherungssumme 1. Es treten Teilschdden gemass nachstehender
Schadentafel auf:

Schadentafel A

Anzahl der Prozentsatz der Schadensumme
Schaden Schadenhdhe
1 100% = 1.00 1.00
4 50% = 0.50 2.00
7 25% = 0.25 1.75
17 10% = 0.10 1.70
71 5% = 0.05 3.55
100 10.00

Es liegen also 100 Schaden mit einer totalen Schadensumme von 10
vor.

2) Zur modellméssigen Beschreibung werden folgende Kennzahlen
sowohl fur Durchschnittswerte als auch fir die einzelnen Schaden-
klassen eingefihrt.

Aus der Anzahl der Schaden (100) in Relation zur Gesamtzahl der
Vertrage (10'000) ergibt sich die durchschnittliche Schadenh&aufig-
keit oder auch Schadenfrequenz, die als Schaden-Eintretenswahr-
100 1 j

10'000 _ 100

scheinlichkeit zu interpretieren ist (p =

Die durchschnittliche Schadenhdhe (a) ergibt sich als Quotient aus
totaler Schadensumme (10) und Anzahl Schaden (100), also
a- 0 _ 1

100 10

Das Produkt aus durchschnittlicher Schadenh&ufigkeit (p) und durch-
schnittlicher Schadenhdhe (a) wird als durchschnittlicher Schaden-
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grad bezeichnet; er entspricht der Risikopramie ohne Zuschléage (nR).

Also gilt =R —pa=— .11 phw
100 10 1000

Netto-Risikopramie = durchschnittlicher Schadengrad

= Schadenfrequenz * durchschnittliche
Schadenhohe

Falls m Schadenklassen unterschieden werden, gilt furi=1, ... , m
a Schadenhohe (in Prozent ausgedriickt) der Schadenklasse i,

p;  Eintretenswahrscheinlichkeit (Frequenz) der Schadenklasse i,

m
p= Zpi Wahrscheinlichkeit, dass Giberhaupt ein Schaden eintritt,
i=1

g=1-p Wahrscheinlichkeit, dass kein Schaden eintritt.

3) Fur den Streuungskoeffizienten Sﬁ fir n gleichartige Versi-
cherungen mit der Versicherungssumme 1 und fur eine Schadentafel

mit den Parametern aj und pj (i=1, ..., m) ergibt sich
m
2
2 pia
Sﬁ' = i=1 _E

m 2 n’
H(Zpiaij
i—1

Fir den Spezialfall, dass nur Totalschaden auftreten (aj = 100 % =
furi=1, ..., m), folgt

3

2P

i=1

Sn
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. [-p
np
- |4
np
Das Ergebnis ist aus dem Grundmodell aus Abschnitt 3.1. wohl
bekannt.
4) Fuhren wir die Streuung 5(23) der Schadenhthen aj (i=1, ... , m)

ein, so lasst sich der Streuungskoeffizient Sﬁ auch wie folgt darstellen

-2
g+s
s2 = ) =\/i+i§2(a)
np np np
FUr die Risikosituation - gemessen durch den Streuungskoeffizienten -
gilt also
0s? _ . i}
. an” <0, d.h. eine Erh6hung der Anzahl der Vertrage senkt das
Risikoniveau;
a
. a; <0, d.h. eine Erhéhung der Schadeneintrittswahrschein-
lichkeit senkt das Risikoniveau;
o : ) )
. - > 0 d.h. eine Erh6hung der Streuung der Schadenhdhe
0S(a)

erhoht das Risikoniveau.
Die ersten beiden Aussagen beinhalten nichts Neues.

5) Die dritte Aussage ist vergleichbar mit der entsprechenden Fest-
stellung bzgl. der Streuung der Versicherungssummen bei Total-
schaden (vgl. Abschnitt 3.5.1).

Gemass den dortigen Ausfihrungen gilt
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wobei Xj (i = 1,..., n) die Versicherungssummen bzw. Totalschaden
der n Versicherungen sind und s2(X1,..., Xp) die zugehorige Streuung
dieser Werte.

Bezlglich der Wirkung der Streuung der Schadenhohen bei Teil-
schaden (X) bzw. der Versicherungssummen bei Totalschaden (Y) ist
der Faktor q zu beachten, der im Fall der unterschiedlichen Versi-
cherungssummen zu einer Dampfung des Einflusses dieser Streuung
fuhrt in Relation zum Fall der unterschiedlichen Teilschaden:

Bei der Streuung E(Za) der Schadenhohen fehlt bei dem additiven

Korrekturterm der Faktor q < 1 im Vergleich zu dem additiven
Korrekturterm bei unterschiedlichen Versicherungssummen.

Wie bisher stets festgestellt, hat die Grosse der Schadenhohen aj (i =

1, ..., m) bzw. des Durchschnittsschaden a keinen Einfluss auf die
Risikosituation; letztere wird durch die Variation der Schaden beein-
flusst.

Die Hohe des Durchschnittsschadens wird jedoch relevant bei der
Bestimmung der Risikopramie =R, fiir die gilt namlich

3.7.2. Vergleich von Versichertenbestanden

1) Man kann die Risikosituation von Versichertenbestanden auch
vergleichen, wenn man die Bezugsgrésse Anzahl n der Vertrage
ersetzt durch das Pramienvolumen P mit P=n-zR =n-p-a. Fir den
Streuungskoeffizienten erhalten wir dann folgende Darstellung:
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Nun ergibt sich far Sﬁ eine funktionale Abhangigkeit von a mit
positiver partieller Ableitung

a
0S?

>0,
oa

wobei zu beachten ist, dass ca > 0 und oP = 0 impliziert, dass sich n
und/oder p kompensatorisch verandern mussen, indem z.B. n sinkt
und p konstant bleibt.

2) Die obige Darstellung des Streuungskoeffizienten besagt nun, dass
fur zwei Versichertenbestande mit gleichem Pramienvolumen die
Risikosituation abhéngt von der H6he des Durchschnittsschadens a und
zwar mit positiver partieller Ableitung. Selbstverstandlich gilt

weiterhin unverandert fir den Einfluss von q (sprich -p) und E(Za) die
positive partielle Ableitung.

Fur die praktische Geschaftspolitik lasst sich hieraus folgendes
ableiten:

Fir Versicherungsunternehmungen im Aufbau mit geringem Pramien-
volumen ist es angezeigt, eine niedrige durchschnittliche Schaden-

hohe (a) und eine kleine Streuung der Schadenhthen (é(za)j anzu-

streben - gegebenenfalls durch entsprechende Rickversicherungs-
politik. Durch solche Massnahmen lasst sich die Risikosituaiton der
Versicherungsunternehmung bewusst steuern.

Mit steigendem Pramienvolumen sind héhere Eigenbehalte und hohere
Streuungen der Schadenhdhen fur die Versicherungsunternehmung
moglich, ohne dass sich die Risikosituation verschlechtert.
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3.7.3. Anwendungsbeispiele

Wir betrachten die folgenden Schadentafeln fir jeweils 10'000
Vertrage mit Versicherungssumme 1.

1) Schadentafel A

Anzahl der Prozentsatz der Schadensumme
Schaden Schadenhdhe
10'000 - Pi aj 10'000 - Pi 4
1 1.00 1.00
4 0.50 2.00
7 0.25 1.75
17 0.10 1.70
71 0.05 3.55
100 10.00
Es gilt:
durchschnittliche Schadenhaufigkeitp = 00 _ 1
10000 100
. . 10 1
durchschnittliche Schadenh6he a = —_— =
100 10
durchschnittlicher Schadengrad p-a = .
1000
_ R
- T
= Risikopramie
Streuung der Schadenhdhen §(2a) = 1.336
Streuungskoeffizient S = 0.1666 = SS(A)
2) Schadentafel B
10'000 - Pi aj 10'000 - Pi 4
1 1.00 1.00
3 0.50 1.50
6 0.25 1.50
15 0.10 1.50
75 0.05 4.50
100 10.00
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Es gilt:
100 1
P = 10000 ~ 100
10 1 : . .
a =-—=— gleich wie bei Schadentatl A
100 10
R 1
P P 1'000
2 (B) = 1.243 < 1.336 = 52.(A)
(a) ' ' (a)

S = 0.1592 =Sj(B)
Somit folgt S{(B)<S{(A).
Die tiefere Streuung der Schadenh6hen fur Schadentafel B fihrt zu

einem tieferen Streuungskoeffizienten fur B - jeweils in Relation zu
Schadentafel A.

3) Schadentafel C

10'000 - pj aj 10'000 - pj aj
4 1.00 4.00
8 0.50 4.00
9 0.25 2.25
16 0.10 1.60
63 0.05 3.15
100 15.00
Es gilt:
p = 00 _ 1 wie bei Aund B
10'000 100
= 15 5 |, wiebeiAundB
100 —
100
p-a = pR= 1 15 = 15 = 1.5 > 1/1000 wie bei A und B
100 100 10'000 1'000
s2(C) = 1434 > 1.336 = s2,(A) > s2.(B)
(a) ' ' (a) (a)

Sp = 0.1746 =Sj(C)
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Somit folgt S{(A)<S{(C).

Die hohere Streuung der Schadenh6hen fir Schadentafel C fuhrt zu
einem hoheren Streuungskoeffizienten fir C - jeweils in Relation zu
den Schadentafeln A und B.

Die Erhéhung der durchschnittlichen Schadenhdhe wirkt sich nur
auf die Risikopramie, nicht jedoch auf die Risikosituation aus.

4) Schadentafel D

10'000 - pj aj 10'000 - pj aj
8 1.00 8.00
16 0.50 8.00
18 0.25 4.50
32 0.10 3.20
126 0.05 6.30
200 30.00
Es gilt:
p = 200 _ 2 > 1 wie bei Aund B
10'000 100 100
_ 0 _15 wie bei C
300 100
R 2 15 30 3
p-a=p

~ 100 100 10'000 1'000

§(2a)(D) —1.434 > als bei Aund B

s? = 0.1232=S§(D)

n
Somit folgt S{(D) < S{(B).

Die in Relation zu den Schadentafeln A und B hdhere Streuung der
Schadenhdhen wird durch die Erhohung der Schadenh&ufigkeit
Uberkompensiert, so dass schliesslich ein merklich tieferer Streu-
ungskoeffizient resultiert.

5) Zum Schluss dieser Betrachtungen analysieren wir noch die
Wirkung von Selbstbehalten. Wir unterscheiden dabei zwischen einer
Integral-Franchise von 5% von der Versicherungssumme und einer
absoluten Abzugs-Franchise von 5% der Versicherungssumme. Wir
beschranken uns bei der Analyse auf die Schadentafel A.
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Schadentafel A mit Integral-Franchise von 5%

10'000 - pj aj 10'000 - pj aj
1 1.00 1.00
4 0.50 2.00
7 0.25 1.75
17 0.10 1.70
29 6.45

Die 71 Schadenfélle mit einer Schadenhdhe von 5% gehen wegen der
Integral-Franchise von 5% nicht mehr zu Lasten der
Versicherungsunternenmung. Es verbleiben nur noch 29 Schadenfalle
fur die Betrachtung. Zum Vergleich werden in Klammern die
entsprechenden Werte ohne Franchise angegeben.

p o= o = 00029 < (0.01)
a - 845 = 0.2224 > (0.1)
29
R - pa = 0.0029 - 0.2224 = 0.000645
= 0.645%0 < (1%0)
Sta) = 0.9042 < (1.336)
% = 0.2502 > (0.1666)

Es liegt eine markante Erhohung der Risikoexposition vor.
Offensichtlich kann die Verringerung der Streuung, die risikomin-
dernd wirkt, die Risikosteigerung aufgrund der Senkung der Schaden-
haufigkeit nicht kompensieren.

6) Schadentafel A mit relativer Abzugs-Franchise von 5% der Ver-
sicherungssumme

10'000 - pj aj 10'000 - pj aj
1 0.95 0.95
4 0.45 1.80
7 0.20 1.40
17 0.05 0.85
29 5.00

Wiederum verbleiben nur noch die 29 Schadenfadlle, deren
urspringliche Schadenhohe grosser als 5% ist. Neu werden jetzt aber
alle Schadenhtéhen wegen der proportionalen Abzugsfranchise von 5%
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um diese 5% reduziert. Wiederum werden in Klammern die entsprech-
enden Werte ohne Franchise angegeben.

I = 0.0029 < (0.01)
10'000
a = = = 01724 > (0.1)
29
R = pa = 0.0029 - 0.1724 = 0.0005
=  0.5%0 < (1%0)
Sta) = 1166 < (1.336)
S% = 0.2851 > (0.1666)

Es liegt eine noch markantere Erhdhung der Risikoexposition vor als
bei der Integral-Franchise. Die Erhéhung des Risikos aufgrund der
Senkung der Schadenhéaufigkeit ist gleich geblieben. Allerdings fuhrt
die nicht so starke Verringerung der Streuung der Schadenhdhe zu
einer nicht so grossen Verminderung des Risiko - jeweils in Relation
zur Integral-Franchise betrachtet.

Aufgrund der Erh6hung des Risikos durch die Einfuhrung von
Franchisen darf nicht unbesehen daflr pladiert werden, Franchisen
abzuschaffen. Franchise-Regelungen konnen sehr wohl Sinn machen.
Zum einen sind bei Bagatellschaden spurbare Verwaltungkostenein-
sparungen moglich und zum anderen sind sie ein wirksames Mittel
gegen das moral-hazard-Problem. Offensichtlich stehen die Versiche-
rungsunternehmungen beziglich des Einsatzes von Franchise-
Regelungen vor einem Trade-off-Problem. Es ist pro Versicherungs-
produkt und pro Versicherungsunternehmung zu entscheiden, welches
die optimale Franchise-Regelung ist.
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4. Informationstransformation
4.1. Grundsatzliches

1) Im vorangegangenen Abschnitt 3. ist die Risikotransformation
ausfuhrlich diskutiert worden. Hierbei wird typischerweise voraus-
gesetzt, dass die Verteilung der Zufallsvariablen bekannt ist. Ziel
der Uberlegungen und Massnahmen ist, das Zufallsrisiko fir die
Versicherungsunternehmung handhabbar und tragbar zu machen.
Als Mass fur das Zufallsrisiko wird die Varianz bzw. der Variations-
koeffizient benutzt. (Korrekterweise muisste man sich eigentlich auf
asymmetrische Risikomasse konzentrieren, aus Praktikabilitats-
grianden werden jedoch symmetrische Masse benutzt.)

2) Die Herleitung der Verteilung der betrachteten Zufallsvariablen
ist Hauptaufgabe der Informationstransformation. Hierbei geht es
also darum die stochastischen Gesetzmassigkeiten zu bestimmen,
nach denen sich in Zukunft die relevanten Zufallsvariablen verhalten
werden. Man bezeichnet diese Informationen auch als statistische
Grundlagen. Als Beispiel sei auf die Sterbetafeln der Lebensver-
sicherung verwiesen. Diese statistischen Grundlagen bilden die Basis
einerseits zur Bestimmung der Tarifprdmie und andererseits zur
Dotation der Ruckstellungen.

Die Informationstransformation besteht im Allgemeinen aus zwei
Schritten, zu denen das Diagnose- und Prognoserisiko korrespon-
dieren.

3) Im ersten Schritt der Informationstransformation geht es darum,
aus den vorhandenen Daten der Vergangenheit die fir diesen
Zeitraum richtigen stochastischen Gesetzmassigkeiten abzuleiten.
Hierzu bedient man sich der statistischen Inferenz. Als Diagnose-
risiko bezeichnet man das Risiko, das darin besteht, dass hierbei fur
die Versicherungsunternehmung ungunstige Fehler bzw. Abweich-
ungen auftreten. Da bei der konrekten Arbeit oft auf statististische
Tests zuriickgegriffen werden muss, sind nur Aussagen moglich, die
lediglich mit gewissen - wenn auch hohen - Wahrscheinlickeiten
richtig sind. Dies impliziert, dass auch ohne "echte" Fehler zu machen,
falsche Aussagen als richtig angenommen werden kénnen und als Basis
fur weitere Schlussfolgerungen benutzt werden kénnen.

Ferner konnen auch Probleme aufgrund unvollstandiger Daten oder
mangelhafter Qualitat der Daten auftreten.
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4) Der zweite Schritt der Informationstransformation besteht nun
darin, aus den Gesetzmassigkeiten die fur die Vergangenheit abge-
leitet worden sind, solche abzuleiten, die in Zukunft gelten sollen.
Die Versicherungsunternehmung geht hier ein Prognoserisiko ein, das
darin besteht, dass sich in Zukunft die Zufallsvariablen anders
verhalten, insbesondere derart, dass fur die Versicherungsunter-
nehmung héhere finanzielle Belastungen entstehen als prognostiziert.
Teilweise sind solche Prognosen statistischen Verfahren zuganglich
wie z.B. bei der Veranderung der Lebenserwartung von Rentnern,
teilweise sind bei solchen Prognosen mathematische Verfahren nicht
anwendbar wie z.B. bei Anderungen der Rechtsprechung bei Haft-
pflichtversicherungen.

5) Ergebnis der Informationstransformation sind also stochastische
Gesetzmassigkeiten, die die Grundlage fur die zukinftige Pramienbe-
stimmung und Ruckstellungspolitik bilden. Um sich gegen die darin
immanent enthaltenen Diagnose- und Prognoserisiken zu schitzen,
werden Margen in die TarifprAmien eingebaut. Allerdings stellt sich
die Frage, ob die so resultierenden Pramien am Markt durchsetzbar
sind. Die Schwere der hier involvierten Risiken hangt selbstver-
standlich sehr stark von den Gultigkeitsdauern der Tarife ab.

Bei Lebensversicherungen werden oft Tarifgarantien mit Laufzeiten
von 20 bis 30 Jahren gewahrt, was das Prognoserisiko entsprechend
erhoht. Dies fuhrt dazu, dass ausserst vorsichtig vorgegangen werden
muss. Konkret impliziert dies, dass relativ hohe Margen eingebaut
werden. Auf der Tarifebene operiert man somit in einem aktuariellen
Modell, das sich durchaus splrbar von der Realitat unterscheiden
kann. Uber die nachtragliche Uberschussbeteiligung (Bonus) erfolgt
bei solchen Lebensversicherungsprodukten jedoch eine nachtragliche
Anbindung an die Realitat.

Bei einjahriger Tarifgarantie ist dagegen das Prognoserisiko natirlich
erheblich geringer.

Bei Lebensversicherungsprodukten sind hiervon im Wesentlichen die
Zinsgarantien und die Sterbetafeln angesprochen. Als Paradebeispiel
eines Produktes mit hohem Prognoserisiko gelten Rentenversi-
cherungen. Die Garantiedauern sind recht lang und man kann in den
meisten westlichen Landern eine spirbare Verlangerung der Lebens-
erwartung feststellen (Bsp.: Equitable Life).
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In diesem Zusammenhang ist auf die unterschiedlichen Risiken beim
BVG-Mindestzinssatz und dem BVG-Rentenumwandlungssatz zu ver-
weisen.

6) Voraussetzung fur eine erfolgreiche Informationstransformation ist
einerseits spezifisches Know-how und andererseits ausreichendes
Datenmaterial.

In der Schweiz wurden bisher beide Voraussetzungen durch die Versi-
cherungsunternehmungen gemeinsam erfullt, indem die statistischen
Grundlagen und Tarife gemeinsam aufgrund von gemeinsam erho-
benen Daten erarbeitet wurden. Es stellt sich die Frage, wie diese
Aufgaben in Zukunft, d.h. in einem weitgehend deregulierten und
entkartellisierten Markt gelost werden.

Der Aufbau des spezifischen Know-how stellt im Prinzip "lediglich"
eine Kostenfrage dar. Die Unternehmung muss anstreben hinreichend
gut ausgebildetes Personal in ausreichenden Umfang bereitzustellen.

Anders verhalt es sich mit dem Datenmaterial. Hier kommen die
einzelnen schweizerischen Versicherungsunternehmungen sehr leicht
an "Volumengrenzen", die ein eigenstandiges Arbeiten verunmog-
lichen, weil einfach die Versichertenbestande zu klein sind. Die
Zukunft wird hier zeigen, ob man weiterhin bereit ist auf diesem Feld
gemeinsam zu arbeiten. Die grossen Gesellschaften konnten eventuell
versucht sein, autark vorzugehen. Fir die mittleren und kleinen
Gesellschaften ist diese jedoch nicht denkbar. Hier stdsst die
Deregulierung des schweizerischen Versicherungsmarktes an gewisse
Grenzen, die nicht ohne weiteres tUberschritten werden konnen.

In Deutschland hat z.B. die Deutsche Aktuar Vereinigung (DAV) auf
Grund des statistischen Datenmaterials vieler grosser deutscher
Lebensversicherungsunternehmungen neue Sterbetafeln fur Renten-
tarife entwickelt, die jetzt im Prinzip von allen deutschen Lebens-
versicherungsuntermehmungen benutzt werden.
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4.2. Beispiel: Herleitung von Sterbetafeln

1) Die direkt aus den statistischen Messungen gewonnen Werte heissen
rohe Sterbewahrscheinlichkeiten. Die Grafik unten beruht auf
Messungen, die in Osterreich in den Jahren 1959 - 1961 durch-gefihrt
wurden.

Rohe Sterbewahrscheinlichkeiten

------ Manner
_Frauen

Einjahrige Sterbewahr. in o/oo

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49
Alter in Jahren

2) Der Verlauf der Grafik ist typisch fir rohe Daten. Zunachst ist zu
erwadhnen, dass die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit fir mannliche
Sauglinge 42 % betrug (32 %o fir weibliche Sauglinge). Sie sind aus
Darstellungsgriinden in der Grafik ausgelassen worden. Diese Sterbe-
wahrscheinlichkeiten sind extrem hoch, wenn man bedenkt, dass
selbst flr 49-jahrige Manner der Wert unter 7 %o liegt.

Diese hohen Werte sind auf die Sauglingssterblichkeit zuriickzu-
fuhren, die friher selbst in den Industrienationen sehr hoch ausfiel.
Dank den verbesserten hygienischen Bedingungen bei der Geburt
sowie der verbesserten medizinischen Betreuung von Schwangeren
und Neugeborenen ist die Sauglingssterblichkeit stark zurtickge-
gangen, liegt aber vielerorts immer noch weit Uber der Kindersterb-
lichkeit.

Diese fallt, wie der Grafik zu entnehmen ist, mit zunehmendem Alter
und erreicht ihr Minimum zu Beginn der Pubertat. Weiter fallt auf,
dass die Kurve im zweiten Jahrzehnt steigt, um wieder zu fallen. Das
relative Maximum um das Alter 20 tragt den Namen "Unfallbuckel”
und spiegelt die Uberproportional hohe Unfallhdufigkeit fir diese
Altersgruppe wieder. Der Unfallbuckel ist bei Mannern starker
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ausgepragt als bei Frauen. Etwa gegen Ende des dritten Jahrzehnts
fangt die Kurve an, sich zu "normalisieren”.

Die obige Grafik hat "Schonheitsfehler”. Sie weist an manchen Stellen
eine Abnahme der Sterblichkeit aus, fir die es keine Erklarung gibt.
Solche Unregelmassigkeiten werden als statistische Ausreisser be-
trachtet.

3) In der Praxis verwendet man deshalb eine ausgeglichene oder
geglattete Sterbetafel. Die rohen Daten werden mittels mathe-
matisch-statistischer Verfahren ausgeglichen. Eine geglattete Sterbe-
tafel sieht typischerweise wie folgt aus.

Ausgeglichene Sterbetafel

9 20
S 187 — — — Manner /'
g 17 Frauen /
= 14 + //
S 101 /
3 ,
Q2 10 + //
(O]
U) 8 T ///
(O] €
o 6 s
E 4 + _~
S 2L ——
I}
O T T T T } T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Alter in Jahren

Die aus den rohen Sterbewahrscheinlichkeiten durch Ausgleichung
abgeleiteten Sterbewahrscheinlichkeiten bezeichnet man als Ster-
bewahrscheinlichkeiten 2. Ordnung.

4) Eine weitere Veranschaulichung zur Glattung der rohen Wahr-
scheinlichkeiten geben wir in der nachstehenden Grafik; es handelt
sich hierbei um Daten aus einem Referenzkollektivs, die uns vom BPV
zur Verfiigung gestellt wurde.
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Rohe und geglattete Sterbewahrscheinlichkeiten eines Referenz-

kollektivs
1.0000
0.1000 - Yertrauensintervall
— qx geqlattet
& qx roh
E
E 0.0100 -
5
]

Die

0.0010 +

0.0004

a 10 20 30 40 a0 [=n} 7o =in} a0 100
Alter x

grau dargestellten Vertrauensintervalle zeigen sehr deutlich die

Problematik der Sterbewahrscheinlichkeiten fir tiefe aber insbeson-
dere fur sehr hohe Alter, d.h. fur Alter ab 90 Jahre. Der Grund fur
diese extrem grossen Vertrauensintervalle liegt an der sehr kleinen
Anzahl Versicherter in diesen Bereichen. Die hierdurch auftretenden
Unsicherheiten sind fir die tiefen Alter nicht sehr gravierend, da es
fur diesen Altersbereich nur wenige Lebensversicherungen gibt. Ganz
anders ist das bei den hohen Altern, insbesondere wenn man an
Rentenversicherungen denkt.

5)

Die Berucksichtigung des Zufalls-, Diagnose- und Prognose-

risikos erfolgt durch den Einbau von Sicherheitszuschlagen
(Margen).

6)

In einem Dokument der Schweizerischen Aktuarvereinigung (SAV)

wird zur Bestimmung des Sicherheitszuschlages wegen des
Zufallsrisikos beispielsweise folgendes Vorgehen vorgeschlagen:

Ausgangspunkt ist die Annahme, dass die Gesamtheit aller Todesfalle
mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit (z.B. 99 %) unterhalb einer
gewissen Konfidenzschranke liegen soll. Formal kann man das wie
folgt beschreiben:
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WK(T <k]>99 %
mit WK( ) Wabhrscheinlichkeitsmass
T Anzahl Todesfalle, wobei T eine Zufallsvariable ist
k Konfidenzschranke

Der Sicherheitszuschlag wegen des Zufallsrisikos s, wird zu den aus-
geglichenen Sterbewahrscheinlichkeiten 2. Ordnung g,x additiv hin-
zugefugt. Mit dem Ansatz

k ZZLX ’ (QZ,X + Sx)

ergibt sich zur Bestimmung von s
WK(T <k]=
WK T, <3 L, (A +5,)]299%
mit Ty, Anzahl Tote mit Alter x

mit L, Anzahl Lebende mit Alter x

Zur Bestimmung von s, wird zuséatzlich gefordert, dass auch fur jedes
Alter x die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Todesfélle mit Al
ter x unter einer Schranke liegt, hinreichend hoch ist; ferner wird
angenommen, dass man mittels der Normalverteilung approximieren
kann.

7) In dem oben erwahnten Dokument der SAV wird zur Berick-
sichtigung des Prognoserisikos ein multiplikativer Trendzuschlag
vorgeschlagen. Somit ergibt sich fur die Netto-Sterbewahrscheinlich-

keiten O , d.h. ohne Kostenzuschlage, folgende Struktur:

N

ax :tx '(qz,x +Sx)

mit t, stickweise konstant.
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8) Die Sterbewahrscheinlichkeiten, die sich aus den geglatteten
Sterbewahrscheinlichkeiten durch Einbau dieser Sicherheitszuschlage
ergeben, bezeichnet man als Sterbewahrscheinlichkeiten 1. Ord-
nung.

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten wird tarifiert, d.h. hiermit werden
die Pramien / Leistungsverhaltnisse bestimmt.
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5. Versicherungstechnisches Restrisiko

1) Das Produkt Versicherung ist im Wesentlichen charakterisiert
durch die Gewéahrung von finanziellen Garantien durch die
Versicherungsunternehmung.

Der Versicherungsnehmer vollzieht einen Risikotransfer, indem er
Schadenverteilungen gegen die Zahlung von Versicherungspramien
tauscht; verklrzt gesagt, er tauscht Unsicherheit gegen Sicherheit.
Die Sicherheit entsteht aufgrund der Gewéhrung von finanziellen
Garantien durch die Versicherungsunternehmung.

Die Versicherungsunternehmung ihrerseits kann Risiken Ubernehmen
und die Garantien leisten, da sie Risikotransformation vornimmt. Die
Risikosituation stellt sich fur eine Versicherungsunternehmung ganz
anders dar als fur den einzelnen Versicherungsnehmer. Die
wesentliche Methode fur die Risikotransformation ist der Risiko-
ausgleich im Kollektiv, d.h. die Anwendung des Gesetzes der grossen
Zahlen. Zusatzlich ist auch der Risikoausgleich in der Zeit mit Hilfe
von Risikoreserven (Solvenzkapital / Schwankungsreserve) rele-
vant.

Allerdings verbleibt bei der Versicherungsunternehmung ein so
genanntes versicherungstechnisches Restrisiko, das weder durch
Risikotransformation noch durch Rickversicherung oder dergleichen
eliminiert werden kann.

Fur die folgenden Ausfuhrungen beschranken wir uns zu Verein-
fachung der Darstellung allein auf die Risiko-Komponente des
Produktes Versicherung.

2) Die Versicherungsunternehmung als ganzes sieht sich mit den
jeweiligen Schadenverteilungen zu den verschiedenen Risiken
konfrontiert. Durch Aggregation entsteht fiur die Versicherungsunter-
nehmung eine sogenannte Gesamtschadenverteilung. Im Folgenden
betrachten wir diese.
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Fir die Dichtefunktion der Gesamtschadenverteilung gelte die nach-
stehende Grafik:

Dichte

A

< —p»  Ertrag

Aufwendungen

Da es sich um eine Gesamtschadenverteilung handelt, haben nur Auf-
wendungen positive Eintretenswahrscheinlickeiten. Ertrage fallen
nicht an. Mit EWS werde der Erwartungswert des Gesamtschadens
bezeichnet.

3) Im Modellkontext entspricht die Summe aller Risikopramien (ohne
Sicherheitszuschlage) gerade dem Erwartungswert aller Schaden.
Unter Berlcksichtigung der Risikopramie ergibt sich somit fir die
Dichtefunktion der zugehorigen Gewinne und Verluste folgende
Darstellung:

<

Verlust

P»  Gewinn

Der Erwartungswert des Gewinns unter alleiniger Bertcksichtigung
der Risikopramie (EWGRR) ist gerade gleich Null.
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4) Um die Risikosituation der Versicherungsunternehmung zu
verbessern (auch im Interesse der Versicherungsnehmer) werden in
der Realitat jedoch zusatzlich zum Erwartungswert des Schadens auch
Sicherheitszuschlage und Margen vom Versicherungsnehmer
verlangt. Fir die entsprechende Dichtefunktion der zugehorigen
Gewinne und Verluste gilt nun:

Dichte

<

Verlust

P»  Gewinn

Der Erwartungswert des Gewinns unter Berlcksichtigung einer
Risikoprdmie bestehend aus dem Erwartungswert des Gesamt-
schadens und den entsprechenden Sicherheitszuschlagen und Mar-
gen ist gleich diesen Zuschlagen und Margen (EWGgz) und ist somit

echt positiv.

5) Zusatzlich zur erhobenen Risikopramie steht einer Versicherungs-
unternehmung noch eine sogenannte Risikoreserve (RR) zur Verfi-
gung. Sie stellt im Prinzip Eigenkapital dar - und nicht Fremdkapital
wie die Ruckstellungen. Die Alimentation dieser Risikoreserve erfolgt
entweder durch Einzahlung von Eigenkapital (z.B. Kapitalerh6hung)
oder durch Einbehaltung von Gewinnen. Man kann nun die Risiko-
situation der Versicherungsunternehmung betrachten als Wahr-
scheinlichkeitsaussage tber die Veranderung der Risikoreserve. Fur
die entsprechende Dichtefunktion ergibt sich:
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Dichte

P Risikoreserve

EWR =RR,_;+SZ

RR;_; bezeichne die Risikoreserve zu Beginn der Betrachtungsperiode
[t-1, t] und RRt die am Ende der Periode.

SZ sei der Sicherheitszuschlag inklusive Margen.

Die Netto-Risikopramie =~ sei gleich dem Erwartungswert des Gesamt-
schadens.

Mit EWR bezeichnen wir nun den Erwartungswert der Risikoreserve
am Ende der Betrachtungsperiode. Dieser Erwartungswert ist gleich
der anfanglichen Risikoreserve zuziglich des Sicherheitszuschlages
und der Margen. Es gilt ndmlich fir diesen Erwartungswert

EWR =RR;_1 +SZ+1" ~EWS[;_1 ]
=0

—RR;_; +SZ.
Fur die realisierten Werte gilt
RR; = RR{1+SZ+7" - Gesamtschadeny;_; ) -

Die Summe aus Netto-Risikopramie =R und Sicherheitszuschlag SZ

wird auch als Brutto-Risikopramie bezeichnet.

Ein Risikogewinn liegt vor, falls die Brutto-Risikopramie grésser ist als
der Gesamtschaden; andernfalls liegt ein Risikoverlust vor.

6) Die Flachen A, B, C, D geben folgende Wahrscheinlichkeiten
wieder:
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« A : die Netto-Risikopramie ist grosser als der Gesamtschaden,
d.h. der Risikogewinn ist grosser als der Sicherheitszuschlag;

o B : die Netto-Risikopramie ist kleiner als der Gesamtschaden, die
Brutto-Risikopramie jedoch grosser, d.h. der Risikogewinn ist
positiv, jedoch kleiner als der Sicherheitszuschlag;

o« C : es liegt ein Risikoverlust vor, der dem Betrag nach jedoch
kleiner als die anféangliche Risikoreserve ist;

« D : es liegt ein Risikoverlust vor, der dem Betrag nach grosser als
die anfangliche Risikoreserve ist.

In den Fallen A und B liegt ein Risikogewinn vor. Es stellt sich die
Frage, was konkret mit dem Risikogewinn gemacht wird. Hier ist
unterstellt, dass der gesamte Betrag der Risikoreserve zugewiesen
wird, so dass am Ende der Betrachtungsperiode die Risikoreserve
gerade um diesen Betrag grosser ist als zu Beginn. Ein Teil des
Risikogewinns kann jedoch auch als Uberschussbeteilligung an die
Versicherungsnehmer (z.B. bei Lebensversicherungen im Rahmen der
Uberschussbeteiligung) oder an die Aktionare als Dividende ausge-
schittet werden. Moglicherweise kénnen solche Mittel auch fur Inves-
titionen z.B. Akquisitionen gebraucht werden.

In den Fallen C und D liegen Risikoverluste vor.

Im Fall C kénnen sie durch die Risikoreserve aufgefangen werden.
Hier findet ein intertemporarer Risikoausgleich vor. Man spricht vom
Risikoausgleich in der Zeit.

Im Fall D liegt fur die Risiko-Komponente allein betrachtet ein Ruin
vor. Die Flache D gibt also die Ruinwahrscheinlichkeit wieder. Falls
noch andere Einnahmequellen vorhanden sind wie z.B. die Dienst-
leistungs- oder die Spar-Komponente, so muss das noch nicht den Ruin
der Versicherungsunternehmung bedeuten.

Diese Ruinwahrscheinlichkeit stellt das versicherungstechnische
Restrisiko dar, dem eine Versicherungsunternehmung unwider-
bringlich ausgesetzt ist.

7) Die Risikopolitik der Versicherungsunternehmung hat Einfluss auf
die Gestalt der Gesamtschadenverteilung. Sie kann versuchen das
Restrisiko moglichst gering zu halten. Eine vollstandige Elimination ist
nicht moglich. Dabei ist zu bericksichtigen, dass entsprechende
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risikopolitische Massnahmen wie z.B. Ruckversicherungsschutz nicht
kostenlos zu haben sind.

Zur Handhabung und Absicherung des versicherungstechnischen
Restrisikos dienen die Solvabilitatsvorschriften bzw. Solvabilitats-
massnahmen. Es sei an die neuen EU-Richtlinien erinnert, die auch fur
die Schweizer Versicherungswirtschaft relevant sind (vgl. Recht-liche
Rahmenbedingungen), oder an den Schweizer Solvenz Test.

8) In Abschitt 3. "Risikotransformation durch Ausgleich im Kollektiv"
fuhrten wir den Streuungskoeffizienten als Mass fur das Risiko der Ver-
sicherungsunternehmung ein. Definiert als Quotient von Standard-
abweichung und Erwartungswert ist dies ein relatives Risikomass.

Fur eine zufallige Stichprobe Xi,--- X, einer Zufallsvariablen X mit

endlichem Erwartungswert p und endlicher Varainz o2 gilt gemass
dem Gesetz mit grossen Zahlen16

Xij/n.

lim Pr[[X -y <e] =1

N—oo

fur beliebiges &€ >0 und X ::(

L4

Fir e =k — ergibt sich

N

lim Pr{[X -y <k -]=1

Nn—oo \/_
oder

lim Pr[|—-1 <k— =

N—ao0 [},t \/_]

Der Term —>_ st gerade gleich dem Streuungskoeffizienten der

pa/n

2
Zufallsvariable X, da E[)_(]: p und Var [>—<]:c_ gilt. Mit steigendem n
n

16 Die folgenden Ausfilhrungen greifen auf den oben zitierten Artikel von J.David
Cummins zuruck.
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(¢

pa/n

geht also das relative Risiko der Versicherungsunternehmung

gegen Null.

Andererseits kann man das Gesetz der grossen Zahlen auch schreiben
als

n
lim Pr[| > Xi—np/<ng] =

N—o0 i=1

lim Pr[

n
n—oo =

Xi—np/<ko+/nj=1.
1

In Analogie zum obigen kann man den Term oc+/n als das absolute
Risiko der Versicherungsunternehmung interpretieren. Es ist zu
beachten, dass das absolute Risikomass mit n — o« gegen o strebt.

9) Wir kommen nun zum zweiten grundlegenden Pfeiler der Versiche-

rungsmathematik, der Gultigkeit des zentralen Grenzwert-satzes.

Definieren wir fiir die obige Stichprobe X;(i=1---,n) der

Zufallsvariable X die neue Zufallsvariable Y, wie folgt

n
Xi —nu

Y, := 1=

ovn

so gilt gemass dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Verteilungs-
funktion F,(y) der Zufallsvariable Y, fir n — « gegen die Standard-

normalverteilung N(y) konvergiert.

Nehmen wir an, dass fur hinreichend grosse n die Grenzwertaussage
des zentralen Grenzwertsatzes schon exakt gilt, so folgt

n
2 Xi—np
i-1

T<ya]

Pr[

n
> X -nu <y, ovn] =1,

i=1

= Pr[
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wobei y, das oa-Quantil der Standardnormalverteilung ist mit
N(y,)=1-a.

Fur die Versicherungsunternehmung impliziert dies folgendes: Um mit

n
Wahrscheinlichkeit 1-o alle Schaden (inj bezahlen zu koénnen,
i=1

benotigt die Versicherungsunternehmung neben den Pramien-
einnahmen (nu) einen totalen Schwankungsfonds (oder eine

Risikoreserve) in Hohe von vy, ovn. Der Schwankungsfonds pro

: " : 1
Versicherungsvertrag betragt somit y, o T
n
Der Schwankungsfonds der Versicherungsunternehmung verhalt

sich also wie das absolute Risiko der Unternehmung und jener pro
Versicherungsvertrag wie das relative Risiko.

Dies impliziert fir n — o, dass der Schwankungsfonds pro
Versicherungsvertrag gegen Null strebt, wahrend der Schwankungs-
fonds der Versicherungsunternehmung gegen Unendlich strebt.
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